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Apresentação 


Este livro é o Complemento para o Professor do volume 4, Sequên- 
cias/Matrizes/Determinantes/Sistemas, da coleção Fundamentos de Ma- 
temática Elementar. 

Cada volume desta coleção tem um complemento para o profes- 
sor, com o objetivo de apresentar a solução dos exercícios mais compli- 
cados do livro e sugerir sua passagem aos alunos. 

É nossa intenção aperfeiçoar continuamente os Complementos. Es- 
tamos abertos a sugestões e críticas, que nos devem ser encaminhadas 
por meio da Editora. 

Agradecemos à professora Irene Torrano Filisetti a colaboração na 
redação das soluções que são apresentadas neste Complemento. 
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[NAOMI — Progressão aritmética 


10. 


11. 


x-1S+$+Kx+HIP=(X—-1+AxXxAxX+HIÊS 


x=05(-1,0,1) 
ou 

5x3 -32+2x=0> 4x=1=>(0,1,2) 
ou 
x=25(1,2,3) 


x-r+x+x+r=18>x=6 (1) 
od 4 25 fg sr 28 
—— ++ => 5 >——— =— (2) 
x-r x x+r 30 x(2 1) 30 
Substituindo (1) em (2), vem: 

E 2 
do tes 
6(36-r?) 30 
Parax=6er= -4> (10,6, 2). 
Parax=6er=-45(2,6,10). 


= E 2 e 
e [+X+xX+r) of r OK a 


X-[+X=X+r x=2r 


r=0>x=0>(0,0,0) 
512 —- 6r=0> “ou 
r=6>x=125 (6,12,18) 


Xx-r+x+x+r=3 3x=3>5x=1 (1) 

2 2 2 Ed 2 PA 
(x-C+x +(x+)=11 3x +21 =11 (2) 
Substituindo (1) em (2), vem r = +2, 


Parax=1er= -—2,temos(3,1,—1). 
Parax=1er=2,temos(-1,1,3). 
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(x-3)+(x-y)+(x+y)+(x+39)=-6  [4x=6 
13. o > 
(x— 3y x + 3y) = —54 x2-9y2 =-54 
3 5 
5x=-—-—ey= [> > termos: —9, —4,1,6. 
2 2 
—-3yXx+y)= 45 2 9y2=45 
14. pf We ++ y) o E f >»y=+2 e x=+9 
(x—y)x+y)=77 xX-y2=77 
y = —2 rejeitado porque a P.A. deve ser crescente. 
Parax = 9ey = 2, vem: (3, 7,11,15). 
Parax= —9ey=2, vem: (—-15, —11, —7, —3). 
(x-3y)+(x-y)+(x+y)+(x+ 3y)= 22 
15. á a á , & 
(x-3y) +(x—-y + (x+y)y +(x+ 3yJY = 166 
11 
x=— 3 
o 2 5 y= ts 
2x2 +10y2 = 83 
Para pede e jsê 5 (1,4, 7,10). 
2 2 
Para x=1L ey--2 5(10,7,4,1). 
2 2 
20. Em toda P.A., cada termo, a partir do segundo, é média aritmética 
entre seu antecessor e seu sucessor. 
Assim: PA. (a, b,c) > b= >e=2p-a. 
2 
a. =X 5y-00ux=4. 


Então, (0, O, O) rejeitada porque os termos devem ser distintos. 
Assim: (8, 12, 16). 
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2 
22. 2x = HIEHA usicfoiu==i 
x = —1 rejeitado porque 2x é lado de um triângulo. 


Portanto, temos: (5, 8, 11) e, então, perímetro igual a 24. 


23. lado = x, diagonal = 2 x, área = x2=> (x, V2 x, x2). 


OD a 
Então: (2 x = 5 > x=00ux=242 -—4. 


x = O rejeitado porque é lado do quadrado 
Então:x=2,42 — 41. 


25. Por hipótese, Du ops pre ipayya 
yY+Z Xx+y 


1 1 yY—xX 


= => RE, 
Z+X Yy+2Z (x + z)(y + z) 


Então:x? - 2722 =(x-z(x+27=nx+y(y + z(x+2)= 


—xX 
= ge yy+7n+7=(y x +y)=y2-x 
(x+ Z)(y + Z) 
26. Por hipótese,b —- a=c-b=r. 


Então: b2(a + c) — ab + c) = ab? + b2c — a2b — a?c = 
=ab(b-a)+c(b2-a2)=ab(b-a)+c(b-alb+a)= 
= ab(c — b) + c(c — b)(b + a) = 

= abc — ab2 + c2b + ac? — b2c — abc = 

= ac2 + bc2 — ab? — b2c = 

= ca + b) — ba + c) 


27. Por hipótese, b -a=c-b (1) E Ra (2). 
cb dc 
be(a)jvem PIC -Ã 2 (9), 
be d c 
Utilizando (1) em (3), vem 
abil ga l1l1 
be d c bc c dc 
a 1 a+c 
ão —=—>5ad=be>ad=>—— .c> 2ad=c(a+c 
então, (o d > ( ) 
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28. Fazendo qc=x-3y,B=x-y,yY=x+y e ô8=x+3y, temos: 


(6 + 3B)(6 — 3B)+ (a + 3y)(a — 37) = 4x(6y — 2x) + 4x(— Oy — 2x) = 
= 4x(—4x) = —16x2 
2(0ô — 9By) = 2(xº — 9y2 — 9x2 — 9y2) = —16x? 


então: (6 + 3B)(6 — 3B) + (0. + 3y)(a — 37y) = 2(016 — 9By). 


34. a=atr5a+2=245a,=22 
an= a +(n—1)r>60=22+(n-—-1):2>5n=20>5 
> vigésimo termo ou aso. 


a42 + ào4 = 302 2a, + 31r = 302 
38. & >a=89er=4 
ao3 + agg = 446 2a, + 6Tr = 446 
PA.(89, 93, 97, ...). 
39. (14,15, ..., 191, 192) 
7 T 
a, a, 


an=a +(n— 1)r5>191=15+(n—1):2>n=89 


40. Amt an=ap+taç> 
>Sa+(m—-lIr+a+(n—-Ir=a+(p—-1Ir+a+(q-—1)r=> 
5 (m- 1r+(n>—-1)r=(p>-Ir+(q-—1)r> 
>m-1+n-1=p-1+q-1>5m+tn=p+a. 


42. PA.,(5,8,11,...) 


n= 100 

> 8400 = 9+99-3 = 302 
r=3 
Então, P.A.,(5, 8, 11, ..., 302). 
PA.dÍ3,7,11,...) 
n= 100 
r=4 


Então, P.A. (3, 7,11,..., 399). 


| aum —3+99-4- 309 
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Como queremos os termos comuns às duas progressões, então 
an = 302. 

Observamos que o primeiro termo comum é a, = 11 e o segundo 
termo comum é a, = 23 >r = 12. 

Então: a, + (n — 1)r = 302 

11 +(n— 1):12<3025n<25,25>n=25. 


43. a=a+(p-—-1r=5sa=ap-—(p-— 1 
Como O <= a=10€eap= 35, vem: 
0<35-(p-—-1)-13<10529<p<3,6>p-83. 
Então:as=a+2r>35=a+2-:13>5a=9. 


44. (a,,a>,a3,..,an) = (1,3,5,...,an) 
(fia,), fiao), flas)), «.., flan)) = (H1), (3), (5), «... f(an)) = (4,10, 16, ..., flan)) 
E f(1)=a+b=4 áSá 
Sendo f(x) = ax + b fO)=Basb= 10 * =3Seb-=1 


Portanto: (2)=a-2+b51(29)=3-:2+151(9)=7. 


45. Por hipótesea, — ap-1=reap-1— ap-2=rparatodo > natural, 
3<p=<n. 
Então: 
ag-a 1=(ap-ap 1)(ap+ap-a)="(ap+ap- 1) 


2 de qu - 
a;-1-82-02=(9,.1-ap-o)(p 1 tap o)="(9.1+2p-2) 


e daí vem: 


(ag aê -1) (ag a a? -s)="(ap ap-2) =r: 21 = 21º (constante). 


46. Por hipótese: 
x=am= a + (m-— 1 
y=an=a +(n-— 1) 
z-=ap=a +(p-— 1) 
então: 
(n — p)x + (p — my + (m — nz = 
= (n — pJla, + (m — 191] + (p — mlas + (n — 1)r] + (m — na, + 
+(p — 11] = 
=a(n-p+rp>-omem=-mDy+Hr(n>p(m— 9) +(p>— mn — 1) + 
+(m-—n(p—-1)]=a,:0+r-0=0. 
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47. Demonstração pelo princípio da indução finita. 
Para n = 3, temos: 
4 1º ata 2a, 2 3-1 


+ pr f—s 
dd, Adz aAjddz aAjddz das aas 


Suponhamos a tese válida para p termos iniciais, p = 3, ou seja: 
1 1 1 1 p-1 
+ + + +——— = > — 


aja, aças asa A-40p MA 
então, temos: 
1 ah gl: 1 p-1 1 
+ ++ + = + E 
aja, aa dada Abi MA, Agua 


(p-1ap,1 tas —(P-iMaptD+a (P-1açtast(p- Dr 


da, +41 219pãp +1 a1dpap+1 
co Pap p “(p+1)-1 
dd, 41 AA ,4 dps 


e a tese está verificada para p + 1 termos iniciais. 
Em consequência, a tese vale para todo n natural. 


49. (10 ssa gps 04) 
an = 34 


=> 34=12+(n-1)- 5 = n=45 (incluindo os extremos) 


r=> 
2 


Então, devem ser interpolados 43 termos. 


52. Múltiplos de 2 > (100, 102, ..., 1 000) 
a, = 100 
an = 1000 ,=>1000=100+(n-1).2=>n=451 
r=2 


Múltiplos de 3 => (102, ..., 999) 


a, = 102 
am = 999 , => 999 = 102 +(m— 1).2 = n= 300 
r=3 
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Múltiplos de 2 e 3, isto é, múltiplos de 6 > (102, ..., 996) 


a, = 102 
ap = 996 p — 996 = 102 +(p— 1)-6 > n=150 
r=6 


Assim, múltiplos de 2 ou 3 de 100 a 1000 são no total: 
n+m-— p= 451 +300-— 150 = 601. 


53. Números de dois ou três algarismos: (10, 11, 12, ..., 998, 999) 
n = 999 — 10 + 1 = 990 


Números de dois ou três algarismos, divisíveis por 7: (14, ..., 994) 


a, = 14 
ap = 994 ,=>994=14+(p-1)yr =>p=141 
E='T 


Então, não são divisíveis por 7:n — p = 849 números. 


54. Total de inteiros de 1000 a 10000, n = 9001 
Números divisíveis por 5: (1000, ..., 10000) 


a, = 1000 
am = 10000 += 10000 = 1000 +(m-—1).5=>m=1801 
r=5 


Números divisíveis por 7: (1001, ..., 9996) 


a, = 1001 
ap = 9996 | — 9996 =1001+(p-1)-7 => p=1286 
= 


Números divisíveis por 5 e 7: (1015, ..., 9975) 


a, =1015 
ay =9975,=>9975=1015+(q-1)-35 =» q=257 
r=35 


Então, não são divisíveis nem por 5 nem por 7: 
n— [m+ p — q] = 9001 — [1801 + 1286 — 257] = 6171. 
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56. a, 


O pis p=ped 


62. q cin 
a n 2-n-—(1-n) 1 
> [=d,— da, = sr => 
de 2-n n n 
Ê n 
=n 1 
Então: a, = E(n—1)- = >a,=0. 
[- A + 0) “n ' 
Portanto, S, = + o. = 
2 2 
(a, +a,0):20 3 
67. S20 = SS — > Sy=10(a, +ao)=-15=a, +ay=-5 
Como as e a45 São termos equidistantes dos extremos, então: 
as + a45 — aq + 920 > à6 + a45 — S = = 1.5; 
68. r= 0,089, 


a11 = 36 > a, + 10 - 0,084, = 36 > a, = 20 
Portanto, r = 1,6 e asg = 60. 


20 +60)-26 
Assim, Sae = DE .,s,-1040. 
69%.  So= dando 10-50a, +80 =10 
So = EO .20-50>8,+a0=5 
a, + ayo = 10 2a, +9r = 10 1 29 
o >r=-1 e aq = 
ay+asg =D 2a, +19r=5 2 4 
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Então: aso = a + 29(-5) => as0o = 29 


4 
(2 = 2) .30 
Portanto, Ss0 = 4 3 = 0: 
71. Fonte dl: 2 3 4 5 6 7 8 9 
O Lssaua da aos Essa Loo. dosnai [O Lo PR 


1º caminhada (ida e volta) = 2(15 +1+1)=2-17-34. 

2º caminhada (ida e volta) = 2(17 +1+1+1)=-2:20 = 40. 
Assim, à PA. (3,6,9,...., 60), que é o número de roseiras regadas a 
cada caminhada, corresponde a P.A.5 (34, 40, ...), que representa o 
percurso percorrido. 


Considerando 


“PA. vem n=60/=60=3+(n-1).3=>n=20 
A, É 


r=3 
a, = 34 
Considerando 
RÃ vem a,=20,=> as) =34+19.6 > asp — 148 
r=6 
Assim: Syo = EH .20 > Soo = 1820. 
73. a, =-5 
r=4 — 1590 - [8-8 dn-8) 
an=-5+(n-1)-4 
n=30 


5 2nº-7n-1590 = 0 5/04 
n=— — (rejeitado) 


Então, S, = 1590 se n = 30. 
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74. 


76. 


78. 


A5t>I=a,-a D[=—— 
A 4 


an= 13 + (n v( =a--an 
4 4 4 
dg = 
Sn= Ê 4 |n<05-7M+111n<05 


n<O (rejeitado) 
5 7mº-111n<0> tou 


n> — = n=16 (valor mínimo) 


a, +aro):-59 
A 2a, +58r= 22 
2 59 3410 
Ss cd nd e e 
(ao + aço) -59 + aco)-59 -130 |2a, +60r=>— 
2 59 
(4, 7,40, 13,004 517) 
aq=4 
r=3 => 517=4+(n-1):3>5n=172 
a, = 517 


Então, 517 é termo de ordem par e cada P.A. extraída dessa tem 
86 termos: 
P.A.; (4, 10, 16, ..., 514) e PA. (7,13,...,517) 
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(4+514)-86 
Seoi = 2 Sa 518 259 
86 E 
(7+517)-86 [Ss 524 262 
Sgop = ——  — 
2 
81. (14,21,28,...,a,) em que a, < 9999 


Então, 14 +(n— 1):7<9999=>n<142753n=1427 
Assim, a4427 = 14 + 1426 - 7 = 9996. 


ER ama a — DO 8 =7iaDaGO 


f(1)=2-1+3=>f(1)=5 (5+53)-25 
84. =D 7925 
105)=2-25 +38 > 1(25)=58 
Portanto f(1) + f(2) +... + f(25) = 725 
n+5 
85. > 4x-3)=An?+Bn+C 
Xx=5 


Para n = 1, vem: 


6 
3, 4x-3)=A+B+C> 
x=5 


= 4(5-3)+4(6-3)=A+B+C> 
=> A+B+C=20 (1) 


Para n = 2, vem: 

7 

> 4x-3)=4A+2B+C > 
X='5 


= 4(5-3)+4(6-3)+4(7-3)=4A+2B+0> 
=> 4A+2B+C=36 (2) 


Para n = 3, vem: 
8 
3 4x-3)=9A+3B+C > 
x=5 
=>4(5-3)+46-3)+4(7-3)+4(8-3)=9A+3B+C > 


=> 9A+3B+C=56 (3) 
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(1) A+ B+C=20 A+B+ C= 20 A+B+ C=20 
(2) 4A+2B+C=36 4 2B+3C= 44654 2B+3C=44 
(3) 9A + 3B+C = 56 6B + 8€ = 124 C= 8 


Então, A +B=20-C>20-8=12. 


86. Sm = Sn : E 


> 2am + (m — 1)rm = 2an + (n — im 5 
> 2a;(m — n) = [n(n — 1) —> m(m — Dr > 
> 2a(m > n)=(n>-m(n+m-—1)r> 
>2a,=—(n+m>-13%r (1) 


Sendo am :«n= a + (m +n— 1), então: 


[a,+a, +(m+n-1)r](m+n) 
men DD 


o [2a, +(m+n= 1) |[(m+n) 


m+n 2 


Substituindo (1) em (2), vem: 
Sm+n=0. 


87. (a4, ao, ..., An + 1, ---, ADn, ADn + 1) É UMA PA. com número ímpar de 
termos. Então, o termo médio é média aritmética entre os extremos 
e essa relação também é válida entre os índices desses termos. 


Assim: 


2n+1+1 2,+2 
2 2 


=n+1 (índice do termo médio). 


Temos, ainda: 
aon+1= a +2nreas = a, + (2n-— 1. 


a (a, +a, +2n)(2n+1) 


j 2 =(a, +nr)(2n+1) 
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a, +r+a, +(2n- 1) |2n 
A A 2 


Sp õ 


=2(a, +nr)-n 


S;— Sp = (ay + n(2n + 1) — 2a, + nn = 
=(a+n)(2n+1-2n) = a, + nr = an+4 (termo médio) 


88. (a4, A2, «.., Apr «ee, Any ++) 
aptan=a+(p—-1)r+a +(n-—1r= 
=a+la+(p+n-27] EPA >Sa =kK,KEZ 


89. aq=4=a,=a,+[5-1) 1=45a,+(Ê).4 
E 3 3 3 


Sabendo que n = 3K, então a, + 3(K— 1) =45a4=5-K. 
3 
Então:a,=ax=5D-K+3K—-1=4+2K. 


(5-K+4+2K)3K 
2 


Portanto, Saw = =33> 


K=-11 (rejeitado) 
= K2+9K-22=0= ou 
K=25a,=3 en=6 


Assim: P.A. (3, 4,5, 6, 7, 8). 


91. —  (aytanh Ra 


antain=nata>San=a>d 
>San=a+(n-lr>a(n>-o)=(n—-lyr>a=r 
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[ONA RONT — Progressão geométrica 
97. (1+x,13+x,49+5) 
13+x 49+x 


= => (13+x) = (49+x(1+%) > 
1+x 13 +x 


> 24x-120=0>x=5 
Portanto, (6, 18,54) > q = 83. 


sen(x+7) —sen x 
99. >. Fq5Q= =-1 
sen x sen x 
sen(x +27) | 5 qe SN X 
sen(x+7) —sen x 
A progressão geométrica é alternante, com q = —1. 


101. PG: [5x a) 
q 


E spde Xxq= ç (1) 
condições: , 
K42 41207 = 189 (2 
q 64 


Fazendo a diferença entre o quadrado de (1) e (2), temos: 


2 2 
E orem (5) Es Xi x+x9 = 
q 8 64 q 


21 63 3 
D2x.— = Dx=—: 
8 16 4 


Substituindo em (1), resulta: 
3 8 9q 21 
+ +— = 
4g 4 4 8 


=29-59+2=0>q= > ouq=2 


Os números procurados são: 
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12 


121 


e a, +a, = 12 x+xq= 12 x(1+9)= 
. as+a,=300 |xq+xg=300 I|xq(1+9)=300 
Dividindo (2) por (1), membro a membro, vem: 
qQ=25>]q=+5 
Paraq=-5>x=25(2,10,50, 250). 
Paraq= -5>5>x=-35(-3,15, —75,375). 
X 1X xa xgr xa? = S2l (1) 
q q 
103. o 
> —X-xqxq=243 (2) 
q q 
De (2)vemxº = 243 >x=83. 
am 1 1 2 
Substituindo em (1), resulta: = +—+1+q+q” = 
q q 
E daí: 
[t+ ) (ar 2)+a- 
q q 9 
1 il 
Fazendo q+=>=y e +52, resulta: 
q q 
(y2-D+y+1= o Ea O paca =0=> 
( 13 =) -13+ 133 
5 |y=-— ouy=— |5|q=>————— 
3 3 6 
Como q é racional, os números são: - 1,3,9,27. 
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ou q=3 ou q=—|. 
q q :] 


MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR 


a, +as + as = 182 x+xq? + xq” = 182 
104. E E 
ao +tagtaç=546 |xq+xa” +xq? = 546 
x(1+92 +9º) -182 (1) 
xa(1+ 0? +9º) -546 (2) 
(2) 
Dividindo (2) por (1), membro a membro, vem: 
q= Eno =35x-=25(2,6,18,54, 162, 486). 
182 
b2=ac (1) 
agi: 2c=b+d=>d=2c-b (2) 


a+d=32=>a=832-d (3) 
b+c=24>5c=24-bv (4) 


Substituindo (4) em (2), vem: d = 48 — 3b (5). 
Substituindo (5) em (3), vem: a = —16 + 3b (6). 
Substituindo (4) e (6) em 1, temos: 


b2=(-16+3b(24- b)>b?-22b+96=0>b=160ub=6 


m 
m 


P.G.(32,16,8) 
P.A.(16,8,0) 


Parab = 16, vem:a = 32,c=-8ed 0= | 


P.G.(2,6,18) 


Parab = 6, vem:a=2,c-18ed=-305 
ENA 18,30) 


106. x—>r+tx+tx+r=36>x=12 
PA. (12 — 1,12,12 + n0)>5 (12 — 1,12,18+néPG. 
Então: 122 = (12 —-n(18+0)>52+6r—-72=0>5> 
= r= 6our = —12 (rejeitado porque a PA. é crescente) 
Então, os números são 6, 12 e 18. 


107. Como x, y e z estão em P.G., nessa ordem, então y2 = xz. Assim, vem: 
K+y+7x-y+7)=x2+2x —-y2+272=x2+2y2 -y2 +22 = 
=42 y2 4 2º, 
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b? = ac 


108. ab,cedestãoemPG.> 4c=bd 
ad = be 


Assim, temos: 
(b— c)2 =b? — 2bc + c2? = ac — 2ad + bd. 


109. (a,bc)éPA>2b=a+c 
(a, b,c) é PG. > b2 = ac 
Então, vem: 
(2b2 =(a+c)2=4b2=a2+2ac+c?=>4ac=a2+2aC+C2= 
=>a?-2ac+c=0>(a-c2=0>5a=c. 


Como 2b = a+c,então2b -2a>b-a. 


bp? = ac 
110. (abc déPG > 4cl=bd 
bc = ad 


b-cL+(c-a2+(d-b2= 

=b?-2bc +c2+c2-2ac+a2+ d? — 2bd + b? = 
=a2+2b2 + 2cº + d? — 2ac — 2bc — 2bd = 

= a? + 2ac + 2bd + d2 — 2ac — 2bc — 2bd = 

= (a — d? 


411. medidas dos lados: x, xq, xq2 
condição: (xq2)2 = x2 + (xa)? (teorema de Pitágoras) 
Então, temos: 


29 =x2+xX92>q-q2-1=0>5q= 1nb = 


1+45 
>q=4 e 
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di2. 


113. 


114. 


medidas dos lados: x, xq e xq2 
condições: (1) q > 1 (P.G. crescente) 
(2) xg2 < x + xq (condição para existência do triângulo) 


1-5 1+5 
<q< ; 
2 2 


De (2)vem:q<1+a>q-q-1<05 


Fazendo a interseção, temos: 


1+45 
e 


i<gq< 
medidas dos lados: Es ;X, XQ 
q 


condições: (1) -x:xq = 1728 


o |x 


Bra <x+ 


De (1) vem x = 12, que, substituído em (2), dá: 
q-q-12<05-3<q<4. 


Como q deve ser positivo e divisor de 12, então temos: 
q = 1 > lados medindo 12, 12 e 12 

q = 2 > lados medindo 6, 12 e 24 

q = 3 > lados medindo 4, 12 e 36 

e, ainda, q = 1,5 = lados medindo 8, 12, 18. 


2 
sen x sen” x 
-tgex>25senx= D+ 


sen2x = 
Cos x 


=> 2 sen2xcosx — sen?x= 0> 


sen? x=0>x=kt (KkEZ) 
> sen?x(2cosx— 1) = 0> ou 
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3 == 
q= 2 25 
a 1 
1 
22 
1 q. 


ds Ass 282 =4 


7 —6 
ag=a q =5=a,* (5) a (5) =64 


ana=acqrt=41.39701=93001 
100<3171<1000=>3!<100<3"-1<1000<3'=> 
54<n-1i<755<n<8>netfo,7”) 

Então existem 2 termos: ag e az. 


z 


1 1 
8 8.3.98 


ago =a:q'=2-3º= (as) =2 


A igualdade dada é falsa. 


taxa de crescimento = 3% a.a. > q = 1,03 
aq = 120000 - (1,03)º = 131127 


taxa de crescimento = 10% a.a. > q = 1,1 
Ao final de 4 anos, temos: as = 100000 - (1,1)? = 146410. 


Vamos representar por a,, à», as, aq, as O volume de álcool existente 
na mistura após cada uma das operações realizadas. Temos: 


a=12-3-=9 


a, =9-— s :3= o , pois a quantidade de álcool nos 3 t retirados 
é de E do total.) 
12 
as = pa A 3= o , pois a quantidade de álcool nos 3 £ 
4 4 16 
27 


retirados é de —* do total. 
12 
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3 
Pode-se notar, então, que a«, ..., as é uma PG. coma, = 9e q = az: 
4 
Daívem:as=a q) =9- (5) Ecs 2,85 4. 
4 256 
129. ag+a, q + aq" = 10 (1) 
aq? + asgl + asgê = 30 (2) 
Dividindo (2) por (1), temos: 
P(a +aq+aq 
EO sa sm=l 
a(a, +a,q +a,q') 
Substituindo em (1), temos: 
3a, + 27a, + 243a, = 10 > à = Eus 
1 1 il À 273 E 
131. a=ap 
b-aq=—= ap: QI P 
c-a-ap'Q'P 
q r p 
Então: ad "bl P.crra = E ap 
a bp c9 


132. +>"2 = ..= q então: 
a à 
1 1 1 
da 4 1 (à d& 1º E 
Ea as q 1 as q ER an q 
a ao aAn-1 


provando que [Li ! também é P.G. 
a à às 
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133. =>" =..=q então: 


provando que (as, as, as, ...) também é P.G. 


d ds à (206 26. ds á 
da ds Bo "Da Os du 


provando que (as, aq, ag, -..) também é P.G. 


135. PG.:(3,0,.,-—-24,0,.) 
a, =-24 
h f=-m-3:Goq'-8=0--2 
a, =3 
de med=s (o ==0 


136. a, = 78 125,a, = 128e q= é, então: 


(á 


2 n-1 2 n-1 
12878126: (É) =(5) =Í 5n-1=7>n=8 
5 5 5 


então devem ser interpolados 6 meios geométricos. 


137. a/=1458,a,-2eq< = então: 


1 4 
2 Ori (11 am 
2-1458-qrisg= (ES) (3) t=3n-1 


a 6 
Cas isd i<gio >1>n-1<65n<7 


Como a P.G. deve ter no máximo 6 termos, então o número de meios 
a interpolar é no máximo 4. 
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138. 


140. 


141. 


xy=ab (1) 
PG.(axyb> (xX=ay (2) 
y?=xb (3) 


De (1), vem: y = se , que substituído em (2) implica: 
x 


ab 2.1 
xX=a. > 5x -=ap>x=a3-p3. 
x 


q 2 
Analogamente, gt a DO pa sad. 
y y 


a) S = log, a + log, 2a + log, 4a +... + l0g, 2" à = 
= logo [a-2a- 4a -...: 2" al] 


O logaritmando é uma P.G., tal que a = a, q = 2 e o número de 
termos é n + 1. 


Para calcular esse produto, temos: 


' n41 2 | n(n+1) 
E, então, S=log, | a 22 a + (n+ 1)log, a . 


b) Sendo S = n + 1, então: 


-Mn+1) | 


+1 (n+)log,a > 1=> + log, a > 


n jo 
= 5 ASAE 2 


log, b=4 (1) 
logb=2 (2) 
1 
| b=—— (3 
98 100 8) 
n(n— 1) 
c-a"-q 2? (4) 
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1 
De (3), vem: b=c100 (5) 


 AREo n(n— 1) 
Substituindo (4) em (5), temos: b = a1º0 .q 200 (6) 


Substituindo (6) em (1), vem: 


n (n- 41) n (n= 1) (n — 1) 
a 
Substituindo (6) em (2), vem: 
no (n— 1) no (n— 1) 400 —- n(n — 1) 


Comparando (7) e (8), temos: 


n(n— 1) PR 
2(400-n) — — n(n-1) 400 -n(n—1) 
q =q =D] s 
400 — n n 
= 400n? = 4002 => nº = 400 > n = 20 
143. aq" do" as: «"Qon-1º aon= (ao a: na "“aon) (ay * as" ... *89n-1) 


n=159,=22=4 
aon= 215 R=2=+4,=2"=16 
n=35a,=22=64 
Então, a sequência dos termos de ordem par é 4, 16, 64, ..., em que 
a =4eq=4. 
n=15a,=(-3)=-3 
an-1=(-30-15 In=25a,=(-3)) =-27 


n=3>a,=(-3)º =-243 


Então, a sequência dos termos de ordem ímpar é —3, —27, —243, ..., 


emquea, = -3eg=9. 
Entre os 55 termos iniciais há 28 termos ímpares e 27 termos pares. 
Assim: 


28:27 
Ria (SP loja” = (o topr = 1% 
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27-26 
Por = 427. 4 2. — 427. 4351 — 4378 — 9756 


Assim: Pss = P5s e P57 = 3184 ú 2156, 


Bl 
oi Ro asa(1+02)=10 (1) 


a+a3=5 la tagd-5 la(1+0)=5 (2) 


Dividindo (1) por (2), membro a membro, vem: 
q=2>5a=1e,portanto,a,=1:25a/=8. 


147. (base b, altura nh, área a) 
por hipótese : é =8>h=8b (1) 
propriedade dos termos da P.G.: h? =ba (2) 
área do triângulo : a = “o (3) 


2 2 
Substituindo (3) em (2), temos: h? = a >h= 


p2 
Considerando (1), vem: E = 860 > b — 16. 


3 = 2 
148. gds MEO sa dedo 
q-1 q-1 
> q=-30uq= 
alq =1 q +1)(g+1)g-1 
S4 = a Dag X X 455 
q-1 q-1 
> (q2 + 1)(q + 1) = 15 
Verifica-se que q = —3 não satisfaz esta última condição. 
Então, q = 2. 
3(2º 1) 
Portanto: S;s=———— = 98. 
2-1 
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149. 


50+a+b=62>5a=12-b (1) 
PG.(50,a,b)> a? = 50b (2) 


Resolvendo o sistema formado por (1) e (2), temos: 
a=12-b=>5a2=144-24b+b2=õ50b 


b = 72 (rejeitado porque é maior que n(AUB)) 
b2- 74b+144=05 lou 
b=2>5a=10 


Então: P.G. (50, 10, 2) e n(ANB) = 10. 


150. Xy7)éPA>S(X=y-—-rez=y+1") 
Por hipótese,x+y+z=155y-r+ty+y+r=155y=5 
edaix=5D-rez=5+r. 
(xy+1,z+5éPG. >(5-—-r,6,10+néPG. 
Então: 62=(5-nN(10+nN)>r=20ur=-T. 


Parar=2,x=3,y=5ez=753=21. 


Para r = 7,x = 12 (rejeitado porque 12 > 10). 


151. PA.(aa+ra+2r,.)>8S,=3a+1) 


2 
243 23 
PG. [a ne, Sa (28) =a-S> 
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2 
= = Sa(a+r)= 


= 982 + Ora —- 42 =0=5a = — qua 1 


153. 


ta é lado de Qs 


2 2 2 
t t q 
(2) (2) = ENA É =" 54 a 
2 2 4 4 > 


Então, considerando os lados, temos: 


n-1 
po [3 82.8,...[2) ) 


2 2 2 
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Considerando as áreas, vem: 


2 2 
a a 1 
P.G. [+ RAE orem quea,=a2eq= h 
2 n 
adere) o GD] cetro 
Sn= > S,= > Sn = 
é E | 


155. 
i=3 


termos, então: 


3 —2 
De 0-1) mes 8 = 4088, 
i=3 2=1 


Daí resulta 2"*+1 = 4096 = 22 en = 11. 


157. Sp = 
n q-1 


S2+Si= Dê 
= aq (aº” o q -29 +2) 
(a = 1) 
aq n ã 
Sh (San + San) = ql ) q-1 


então: Si +S5=S, (So + San) - 
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158. 


159. 


Dividindo (2) por (1), membro a membro, vem: 


11 
S, ada 6138 -2 da ê4a =õ=s 
S, ad-a, 3069 aq -a, 
10 
aqlg —1 
5 a(o" 1) =D > q= 24 
a(a -1) 
Substituindo q = 2 em (1), vema = 35 PG. (3,6,12,...,3072). 
Seja P.G. (a, aq, aq?, ..., aq" 1) de razão q e seja 
a O i: 
e. ( e E +) de razão 1. 
a aq ag ag q 
alq”-1 a"lq'-1 
E) a (EI) 
q-1 (q- 4)" 
1/1 
| go) p= no tg=ap 
S = 1 2 n- >(S' = (n-1) n 
1, aq !q-1) aq D(q-1) 
q 
a"(q” —1)" 
n n d 
(5)  or-3) aa 1" aq Diq-ap 
5 (q =1) (q-1 ("17 
E — Hg » 1 
= agp) p2 
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n n 
161. s-1.24S+Es tt s(S) +2(5) sas 


9 25 3 
n n 
[uid +(5) teobfeieãos +25) + ] 
5 5 
S, S, 
n 
S-145+54..4(5) + = É 
3 t=E 
3 
1 1 ” 
S,=2/1+-+—+ (5) + E pp 
5 25 - (12 
5 


165. sa o E 
1-q 1=E 2 
3 
A [E] ea E 1 - 91000 
, . 3 . 31000 o 3(3100 4). 
1000 og 20 “20 245 CO Bioo 
5-1 2 28 


eu 000 — 1 34 1 ) 


“2.989 2 213 


1 999 1 999 
Então, S4000 = S— 5(5) , OU Seja, S = 84000 + 5 + (=) , isto 


999 
é, comete-se um erro de (5) para mais. 
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166. 


Podemos decompor cada parcela, a partir da segunda, em uma 
soma de frações. 


1=1 

21 1 

— EE e 
2292 

3. do do 
a a 
4 4 4 4 
411 1 1 
=D+>+>+ 
8s 8 8 88 
5 1 1 1 Mk 1 


=D +—D+—+—+ 
16 16 16 16 16 16 


Verificamos que cada coluna forma uma nova série infinita. 


1 


de 
2 


1º coluna: a, = 1 e q=5>8,= 


1 
1 1 2 
2º coluna: ay => é q=5=S,=-27=1 


4 = 
3º coluna: a, = é q=558;=—4, => 


a 
4º coluna: = e q=558,=-8- 


e assim por diante. 
As somas 84, S5, S3, S4, -.., por sua vez, formam uma P.G. infinita de 


pad =. 1 ã 
primeiro termo 2 e razão 5 então: 
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2 
D+ SAS ta 4 
d== 
2 
Nk] 3-3 
167. SRA 2 J 
sq += s 
3 43-41 a 3 
3-3 
3 
a E 
dize 
3 
168. 2444 E ao 
m m 5 
2(142+ +.) 
m m 5 
Sendo ag a jus 1 - di , temos: 
m m —2 


a] a )-S=m=7. 
m-2 


169. S=1+2x+3xX + 4x +... 
xS=x+2x2 +32 + 4x! +... 


então,S-xS=1+x+X+xX+..= 1 
1-x 

e daí vem: 

1 Ss a Ss E 

2) ace” Rá td=5)" 
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171 1114 1 1 1 1 1 
g atatatotetom tan tosr tiger tos 


2" 3 
dd 1 1 11 1 
= E Pe e O det tia 
S, S, 
1 
2 
S4=-2,=1 
= 13 
>5S,+S,=1+—-=— 
d. 1 2 2 2 
s,=—3,=5 
pi 
3 
no 
172. Esto pg 
4 16 64 De 
=(2-n+(1 a) +(5 =) 2) ++ 
4 2 16 4 64 
2" 1 
+ 220-2" 920-2 += 


dedo 1 
l+>+=+D +. tons te |= 
4 16 64 2 
2 1 4 8 
i-— 1-> 
2 4 
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173. aJO417417... = Da que 
i “= 1000 1000000 "” 
417 417 
1000 — 1000 417 139 
“4a. 1 "99 "909 333 
1000 1000 


12 12 
+ + += 
100 10000 


b) 5,121212... = 5 


12 12 
-5,- 100 5, 100 5,12 65,4 169 
RE! 99 99 3 33 
100 100 


1 
c) 0,17090909... = 100 (17,090909...) = 


1 9 9 1 1 47 
= —— |17+ + +..|= =|17+ = 
100 100 10000 100 11] 275 


d) 9,3858585... = [93,858585...] = 


a 85 85 4 85 4646 
=>— |93+—— + +..l= 93+ = 

10 100 10000 10 99 495 

176. at+astas+.. = 20 (razão: q?) 

ap + aq + ag + ... = 10 (razão: q?) 

= -o0es,= 22. =10 
Ra OR EO , de onde vem: 
RREO Bndes 
E ae DO de ess 


Substituindo q = : em S; vem: a, = 15. 
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178. 


179. 


2(a? + 1/ 2582 


a) aq = aqQ > 5a 4(4241) “q 
o s(a22+1) o 2(a2+1) 
ni 12593 5a 


A P.G. é decrescente > sea >0,0<q<1 


2(22+1) q ia 
<1=50<2(a?+1)<5a 


E 


(2) 


Então, O < 


(1) XM2+1)>0,Va ER. 


(2) 262 +1)<5a 20º -584+2<0=>5 <a<2 


(IND S 5 <a<?2 


=1 
1 2(a2 +41) l 
bg=a-=+ + 538º-d=2=0= SO rss 
5 5a dE (rejeitado) 
Paraa-15q- Dea-D 
aaa=1>q=cen=. 
25 
Então: gs- 8 sg- 128 
io 8 
5 
m m m 
uu e E fi 
3 3 3 retirado — 
Danas 


mm m mom mM amado? 
9 9 9 5 5 o We 
Lag 1 Lago 
se dis dal il retirado 4 - aii 
27 27 27 27 2. 
GANA A ANNNÃA, 
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m 2m 4m . -m 2 
—, > —...| éPG.emquea, = — eq=-. 
3 9 27 3 3 
mm 
s--$, s-m 
1-2 
3 


3 9 
fuso Es 
25 Do > 

3 9 
EE eprel 
37 Da Fi 
etc. 


9 
A sequência dos perímetros (o. a gu é PG. em quea, = 9 


eq= À entãos= EA = 18. 
2 1-> 
2 


Os perímetros p, > E. ... formam uma P.G. em que a, = pe q = > 


a o p = 
então S = RR 2p. 


Seja ABCD um quadrilátero qualquer e seja MNPQ o quadrilátero que 
tem vértices nos pontos médios dos lados de ABCD. 
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183. 


Temos: 


1 1 a] 
Mic tres “budchs SHA 
AMQ CNP 4 ABD 4 BCD 4 


BIR 


1 dl, 
Agnm + Appq = z * Aspc + q * Ancp — 


Então a soma das áreas dos triângulos AMQ, CNP, BMN e DPQ é 


NI> 


portanto, a área de MNPQ é Ê , em que A é a área de ABCD. 
Concluímos, dessa forma, que as áreas dos quadriláteros construídos 


A A 
conforme descrição do enunciado formamaP.G.: (a 2'4' .) , Cuja 


soma é s-=2-2A, 
1=— 
2 


[ nl 


As áreas dos círculos formam a P.G. (ay, as, as, ...) de razão 2: 


Determinemos a sequência (d,, do, da, ...) dos diâmetros dessas 
circunferências. 


dy 1 nd? nd? d? 
d = da, = (5) Sa, = d?=— > 
É S 2 dA a “a 
d 
5d = — 
2 Na) 
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d a adÊ í rd 3. HE 
d5 do e x > 8 SL O ds Sao 
> da =" — 


etc. 
sã d d . 
Os diâmetros formam a P.G.: | d, Rol 2" cuja soma é AgA,, 
a d 
então AGA, = TS a(2+2) 
=. 
2 
184. |ABDC-AOEC = BD. BC 
OE OC 
is! 
>2- () 
ro H-r 
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Por Pitágoras, no ACDB, vem: 


II) Por Pitágoras, no AMNP, vem: 


(PM)2 = (PN)? + (MN2 > 


a 
(p= rrst= 5 


(4) 


III) Por analogia à parte (1), vem: 


q aJ3 


-3 (5 
4 12 


H, 


) en (6) 
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IV) Lados dos triângulos: 


por hipótese, a, = a 


NI 


a 
> PG. |a,—,..|; q, = 
de (4), a, = 2 E 


a 
2 
raios das circunferências: 


-au3 


6 a/3 a/3 1 
J3 > PG. "6" 42" sãs 140 =5 
jogo 
12 
áreas dos triângulos: “av3 
a do  a23 
por hipótese e de (2): A, = — 
2 4 
aa 
de (4)e de (5): A, =2-4 J3 
2 16 
2 2: 
sua av 1 
Portanto: P.G. ; Na É = 
ortanto F E ] A 71 
áreas dos círculos: 
aJ3 na? 
de (3): q, =1|—— | =—— 
(3): og 6 ] 12 
2 2 
dale | = E: 
12 48 
na? na? a 
Portanto: P.G. Es Eh «| do =4- 
Assim: 
a 
a) S, = T>Sa=2a 
= 
2 
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185. 


1º quadrado: lado = a > p, = 4a 


a 4a 
2º quadrado: lado = = 
e po 


RE: [a = a: E 


a 4a a2a(N2+1) sa 
1-5 02-1)02+1) 


= 4a(2+2) 


2 
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a 
b) 1º círculo: r = 2 5 C=2n7r>C=rma 


2º círculo: 1, = += 07] 
. A 
PG. (na B' "| do NA 
na nav2(V2 41) 
So=, 4 (V2-1)02+1) 


c) 1º quadrado: lado = a = área 


2º quadrado: lado = 


2 
P.G. [a = Ea) q 
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ON RONNA — Matrizes 


o) 
+ 
(o) 
(o) 


189. A=|0 0 1... 0 


000 1 
4 
á 
9)+/A=|1 
1 px1 


)+/A=[111...1hxp 


Assim: +M+ZA) = +/[1141...14]=[p] 


2 
194. x =x> x=0 oux th=o 


2x=x>x=0 


N« 


=3 
=4 


5B=5t>5t=1 
P=t>t=00ot=1 


Coy =a5, +b;, =3+9=12 
195. Cop = 992 + Do, =4+10=144 Cy + Co, + Cog = 12 +14 +16 =42 
Coy =à93 +D,, =5+11=16 


Fundamentos de Matemática Elementar | 4 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


196. qua+2=35]=1 
1+Bp-2>56B=-1 
1+0=y>57=1 
2+(-1)-=6856-1 


497.  )y-y-1=5 (1) 
y +2y+2=105y2+2y-8=0>(y=2 ouy=-4) 


Substituindo y = 2 em(1):8 —- 2 —- 6=0. (MV) 
Substituindo y = —4em (1): -604 + 4 — 6=0. (F) 
Portanto, y = 2. 


x +l=1% +3=0=[1=00Ux=-=3) 
4x+xX2)4+2=-15x2+4x+3=0 (2) 


Substituindo x = 0em (2):0+0+3=0.(F) 
Substituindo x= —3 em (2):9- 12+3=0.(V) 


Portanto: x = —3. 

201. lay -—-byl=|1-5|=|-4]=4 
Jaz — by) =|2— 7|=|-5|=5 
Jaz, — ba) =|3 — 6] =|-3|=3 
Jaz2 — boa] = |4 — 8| = |-4] = 4 
d(A;B) = 5 


204. a)2X+A=3BA+C 
2X=3B+C—A 


Ho 
o NI 


NIw 
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bX+A==>(B-C) 
2 
à SE 
1 2 
X=>2(B-C-A>X= 
2 9 
cao so 
2 
JIX+A=B-X 
3X+X=B-A 
4X =B-A 
1.3 
x- Le A X = E 
E amada 
2 4 
a) EX A B) = Lx C) 
2 3 


3X-A-B)=2(X-C) 
3X — 3A — 3B = 2X — 2C 


x=34+38-205x=|,* 2 
E 2 A [44 97 


X-A  B+X 
EA: 


205. +C5S3X-A=2B+X)+6C> 


> 3X— 2X=3A+2B+6 >X=3A+2B+ 6€ 


28 1 
então, X = 
23 3 
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Sá 2X+3Y =A+B 6X+9Y=3A+3B (1) 
E > 
3Xx+4Y=A-B 6X+8Y=2A-2B (2) 
11 
(D-(D>y=a+5B= |28 
9 
—90 —15 
(1)6X=3A+3B —- 9Y = |-228|5X=|-38 
-54 -9 
210. Co3 — 3214 * Dy3 + aoo * boa + ào3 * Das + dog * Das + dos * boa + ao6 * Des + 


+ay-ba=1:1+0-2+(-1)-3+(-2)-4+(-3)-5+ 
+(-4)-.6+(-5)-7=1+0-3-8-15-24-35=-84 


7 
215. a) 114]/1 12 5| = 24 7 
12]/1 35 0 3 7 12 


O q 


se] 
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ER 
Re 


ae Rg 


219. Como (AB)s x 3 € A 3x3, então Bs x a- 
x 12 a 00 2 3 10 
AB= |3 y 5 O b 0|-=|/6 12 25 | 5 
231 O O c 4 9 20 


ax b 2e 2 3 10 
= | 3a by bc |=| 6 12 25 
2a 3b cz 4 9 20 


Então, temos: 


ax=2 


3a=-6>5a=2,55x=1 
2a=4>5a=2 


b=3 
by = 12 >y=4 
3b=9>b=3 


2c=10>c=5 
5c=-25>5c=5+>52=4 
cz=20 
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412/01 2x 1+2y 
221. AB= = 
1 0||xy o 4 


Como AB = BA, então: 


1 

2x=15x=> 

2 142] [1 0] [MH 
0 1 “|x+y 2X 


x+y=05y=—5 


225. Ae B são comutáveis significa dizer que AB = BA. 


a)(A+ BZ =(A+ BJXA + B)= A? + AB+ BA+B2 = 
= A2 + AB+AB+B2= 
= A2 + 2AB + B2 


b)(A-B2=(A-BJXA-B)=A2-AB-BA+B2= 
=A2-AB-AB+B2= 
= A?- 2AB+ B2 


c) (A + BJ = (A + BJX(A + B) = (A? + 2AB + BZXA + B) = 
= Aê + A2B + 2ABA + 2AB? + B2A + Bº = 

= Aê + A2B + 2A2B + 2AB2 + AB? + Bº = 

= AS + 3A2B + 3AB? + B$ 


d) Analogamente. 


e) Por indução: 

|) Vale para k = 1: (AB)! = At. Bl = AB 

Il) Suponhamos válido para n = k: (AB)K = Ak . BK 

Ill) Vamos provar que vale paran = k + 1: 

(AB) + 1 — (AB)S(AB)L = AkBk - AB = Ak “A: BK .B= AkK+ 1Bk+ 1 
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2 
226. ans |5 ] |: ] 


1414147] [019 
bias mma == [À dá o . 


2 
09 18 O 
ee = aoA IE (Att = |O |+| | 


3 3 
didbfie 19] |10| |55189| |10|. 
2 2 | 041 42 55 01 


228. Fazendo X = | ? é , então A E E Es a 
cd cdlcad 01 


Logo: Jbc+d? =1 


De (3) vem: b(a + d) = O; então, temos: 


1º possibilidade: a + d = O 


Neste caso, d = -a= + V1-—bc,e para satisfazer (3) e (4) servem 
quaisquer bec, be = 1. 
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22 possibilidade:b = 0e a + d+ 0 
Neste caso, o sistema fica: 
(1)a2=1,(2)d2=1,(4)cla+d)=0 


cuja solução é (a=d=1ec=0Oou(a=d=-lec=õ0). 
Assim: 
1 0 -1 0 
X = ou X = ou 
01 o —1 
1 — be b 1-bc b 
X = ou X = 
c —v1 — be c V1—be 
229 Fazendo X = ap então a Ed nas 
É E “lcd! cdllcdllIca! 
a+bc=a (1) 
ab +bd =b (2) 
logo: 
ac+cd=c (3) 
be+d =d (4) 


De (2) vem: b(a + d) = b; então, temos: 
12 possibilidade: a + d = 1 e b qualquer 
Neste caso, temos: 


(1) à2-a+bc=0>5a= TE ambos + 
2 4 
+/1-— 
(4) = dt bo=0=d = SEE 


Como a + d = 1, os sinais tomados diante do radical V1 —be 
devem ser opostos. 

Note-se que para (3) o valor de c é qualquer. 

22 possibilidade:b = 0e a + d+1 


4 | Fundamentos de Matemática Elementar 


MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR 


Neste caso, o sistema fica: 
(1)a2=a,(3)cla+d=c(4)d=d 
cuja solução é (a = c=d=0O)ou(a=1=dec=-0). 


Portanto: 
(0 MO) 1 0 
X = ouX = ou 
(0 MO) oO 1 
1+1-4bc b 
X = 2 ou 
E 1-1 -4bc 
2 
1-V1-4bc b 
= 2 
é 1+V1-4be 
2 
1x 5 1 2 y 
232. 271 4|=|x TO zl>(x=2,y=5ez 4) 
y Zz-s3 5 4 3 
O 4 2 O —y 
233. x O 1-z|=| 4 O -2I|5 (x=4,y=-2ez7=-—1) 
y 22 O -2 7-1 0 


234. Para todo i,j E (1,2,3,...., n) temos: 
Ci = dij + Di no aj + Dj = Cj 


12 2 —1 1 0 242% =1+2y 1 0 
237. = => - 
1 4 x y o 1 2+4x —1+4y 01 


Fundamentos de Matemática Elementar | 4 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


-1+2y=0 
-1+4y=1 


3 0 4 3 0 DA 1 1 
E + == A — — = 
ad pads E à |- E q É q É o 
dE 1 0 ais 21 1 -1 = 1 0 = 
01 XX —x 3-x O 


Ee 1-x | E | 
Rá 2 2 | 

x-x] 2x-—x 0 1 
então: 

2-x=15x=1 
1-x=05x=1 
x-x2=0>x=00ux=1 
2x-X2=15x=1 
portanto, x = 1. 


1 
tvi e,então,x +y = 0. 


239. a=[ô à Jentofã DJ mena (2A)º = 8A3 


244. B=PAPI>BP=PAPIPS>BP=PAS 


ea [a e )l5 SS So ao 


1 Ee REA É o | 
s—. = = 


13 150+3b -—-75+5b 9 -—10 
2a+30=78 
>5a=24 
-a+50 = 26 
3 
150+3b = 117 
b=-11 

—75+5b=-130 
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246. aJAX=B d) BAX = A 
A-IAX = A-1B B-1BAX = B-1A 
1X = A-IB AX = B-1A 
X= AB AX = B-1A 

A-IAX = AÍB-1A 
b) AXB = In IX = A-1B-1A 
A“iAXB = AH, X = AiB-1A 
XB = A 
XBB1=A-1B-1 e) (AX = B 
Xl = A-1B-1 [(AXPT = Bt 
Xx= AB? AX = Bt 
A-IAX = ATÍBt 
c) (AX) 1 = IX = ATÍBt 
AX = B1 Xx= AB 
A-tAX = A 1B 
1X = A IB! N(A+XI=B 
Xx= AB? (A + XX = B 
A+X=Bt 
X=Bt-A 


247. (XA1=B5XA=BISXAM L=BIygisx=B IA 
Determinemos A ?: 


ESTES EA 


3a+4c=1 1 2 
5Sa-=— e c=>— 
-2a+c=0 11 11 
3b+4d=0 4 
>Sb=-— e d=— 
-2bp+d=1 11 11 


Então, A! = E j 
Ei 


Determinemos B-1: 
5 -2|lefllio 
o 3 g h 01 
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be-2g=1 
g=0 e e=— 

3g=0 
5f-2h=0 1 2 
> h=— e f=— 
3h=1 3 15 


1 32 
E 1-0 
Então, B 15 É a] 


L 4/38 2]4.-4 2) 7-6 
x=>"— 5Xx=—— 
1 15|0 5|2 3 165| 10 15 


250. Devemos provar que D = C1B-1A"1 é a matriz inversa de ABC, isto 


é, que D(ABC) = (ABC)D = |,. 


1º) D(ABC) = (C-1B-1A-1YABC) = C-1B-4A-1A)BC = C-1B-H,BC = 


= C4BIBC=CHC=CIC-|, 


2º) (ABC)D = (ABC)(C-1B-1A-1) = AB(CC-HB-1A-! = ABI,B-1A-! = 


=ABBHAL=AÇAL=ANi=I, 


b 
uma matriz inversível. 


. a 
251. Seja A = | E a 


Determinemos A ?: 


ax+bz=1 d —C 
SXx>——— e Zz= 

cx+dz=0 ad — be ad — be 

ay +bt=0 —b a 
Sy-=————— ei= 

cy+dt=1 ad — bc ad — be 

então: A 1 = dr) oO e(AIy= Aa 
ad — be -c a ad — be — 
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Determinemos (At) 1: 


NM NGEM 


ap+cr=1 d -b 
5p=>——— e r= 

bp+dr=0 ad — be ad — be 

aq+cs=0 —C a 
5 q= e s= 

bq+ ds =1 ad — be ad — bc 

1 d —c 
tão: (A)-1 = . 
SAR ad — bc É | 


e daí (AI = (Ay, 


O ENA) — Determinantes 


sen x —cos x 


253. a) seny cosy = senxcosy + senycosx = sen (x + y) 


sen x -—cos x 
b) = sen?x + cos*x = 1 
cos x  senx 


c) 2 sen x 3 cos x = 
1-2 cosx 3senx+2 


= 2 senx(3 senx+ 2) —- 3cosx(1 — 2 cosx) = 
= 6senx + 4senx-—- 3cosx+ 6cosx = 
= 6 + 4senx — 3cosx 


loga logb à ] 
254. aj)1 41 = loga — logb = log “/a —log vb — 
2 4 
Ya a 
= log = = log 45 
og b og p2 
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2 4 
pi SMC sy =pbniemi= 
mom =i 
= 2mº — 2m? — 2mº + m2 = — m2 
ap=j-2>agy=0,a=1,a7= —3,a99 = —2 
e, então, À = Ros 
-3 2 


-3 —Q2 
2x 3x+2 1 
a) =052x%2-3xX-2=0>5|x=2 ou x=-— 
1 x 2 
— 1 
b) - fes =11528+x-1=0= [x=5 ou x=-1) 
4x+5 3x-1 2 
E sil 
] 2 =05x]-1=0>=>x=+1 (duas raízes reais distintas) 


E à jeencaam 
cd 


—2a 2e 


= y=-6(ad-— be 
—3b | 


ye) 


2 logs O logs O 244 
D=|5 l0g,125 l0g,25 |=|5 3 2|=0 
8 l0g;27 l0g5243 8 3 5 
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1 
262. D=|1 
1 


5 6 7 

D'=|5 5 m+4|5D'=5(m-1)>5D'=5D 
5 5 5 
x-1 2 x 

264. D, = (0) 1 1|=-8x-1 

3x x+1 2x 

p=) E E a gê dy 
4º —x 


D-D>-8x-1=-3% - 8532-155 


+ +v3 
x= “a 2X 
3 


o 3 1 
265. o 3 2|=053=058=9 
4 3º 3 
-senx 8 -5 sen?x=0 (1) 
266. (0) -senx cotgx |=0=senx-cosx=0=>4ou 
(o) (0) Cos x cosx=0 (2) 


(1)senx=0>x=T 


(2) cosx = 0 => (x=5 ou -S) 


Então, o menor valor x tal que O < x< 217 é x = Ea 
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senx senx O 
detA = | cos?x cos?y sen?y |= 


r2 0 [ii 


=r? sen?xcos?y + r2sen?xsen?y — 2 sen?xcos?x = 
=r2sen?x(cos?y + sen?y — cos2x) = r2sen2x(1 — cos? x) = 


=r2 sen?xsen2?x=r2sen!x 


traçodeA=x+y+1=9 (2) 


xy=15 


=>x-8x+15=0=>(x=5 ou Xx=8) 
x+y=8 


De (1) e (2), vem: | 


Parax=5,y=3eparax=3,y=5. 


a O b O x 
cOd xe Ob O x 
p=|f O gd] =(djprdog=| O E Sa 
g x h ij O x q a 
0000 CR 
b O x 
=x(-1)2+1.x. dxe =—x2.(-13t.x- O x = 
x e 
()0 O 
=-x3.(-x2)=x 
SendoD< -325x)<-325wW<(-2P=5x<-—2. 
1 do da] | de da 1 4 dg 
D=|5 24 13|]=| 5 12.2 13|=12:)5 2 13 
7 36 17 7 12:3 17 7 3 17 
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21 3411 os Ba dá 
b=| 48 12 s| |14 24 34 2:4|. 
2 |40 5 9 49/] 40 5 383 48) 
14 7 3 15 144 7 3-1) 15 
2414414441 
agi) db 2d 2 
10 5 3 13 
14 7-1 15 
1 7/5 1 754 1 74 
Ds=|3 11 15|=/3 141 5:3/|=5:|3 411 3|=5-0=0 
5 13 25 5 13 5.5 5 13 5 


281. A é uma matriz quadrada de ordem 4. 
Então, det (24) = 2? - det A > det (24) = 16(—-6) = —96 
Como det (2A) = x — 9Y,entãox — 97 = 96 > x=1. 


282. Se det Q 0, então Q é inversível, ou seja, existe Q 1 tal que Q71Q = 
= |,=QQ te daí: 


Q3+202=0>503%0-1+2020-1=0-01502+20=0> 
> 0201+2001=0-0150+2,=05Q=-2|, 


-2 0 0 0 
O -2 0 0 
= => det Q = 16 
Q O 0-2 0 Q 
O o 02 


oga. p=lY XY Yo 
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ay (-Dyoyéo (nyto lo 
42  (-1):2 Zzº (-1)-2º 
4:t (=1)-t? te (=1)-t? 
Xe” 
=4(-1(-1):2 pasa No -=8-:D 
Bu e E 
t É PAY 
286. Multiplicamos a 1º linha por x, a 2º pory e a 3º por z. 
Zzy x 1 xyz x x 1 x? x 
1 XyZ 
xz 1|=— 2 ="D|4 y? E 
y xyz XyZ yo y XyZ yo y 
xy z 1 xyz = E i ZE 
1x2 x 
=|1yºy 
LL 
a b+2ec c a b c a 2c c a b c 
289. x y+22 z|=|x y zl+x 2 z|=|x y 2 
m n+2p p mn op m 2p p mn p 
Lo 


(*) 2º coluna = 2 - 3º coluna e, então, o determinante é igual a zero. 


cos2a cosa sena cos?a-sena cosa sena 
291. cos2b cos?b sen?b |=| cos?b-sen?b cos?b sen?b |-O0 
cos2c cos?c senc cos?c-sen?c cos?c sen?c 


porque 1º coluna = 22 coluna + (—1) - 3º coluna, isto é, a 1º coluna 
é combinação linear das outras duas. 
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a-b 

292. SejaM =| b-c 
c-a 

Pelo teorema de Jacobi, podemos adicionar, à 1º linha, a 22: e a 3º 


linhas, obtendo: 


(0) (0) (0) 
M'=| b-c n-p y-z |, tal que detM = det M'. 


Mas det M' = O porque a 1º linha é nula. Então, det M = 0. 


295. Vamos somar à 3º coluna uma combinação linear das duas outras, 
a saber, 1º: x 100 + 22 x 10: 


1 30 1 3 (0+1:10043-:10) 1 3 130 
4141 7/-|1 1 (7+1:100+41-:10) |=|1 1 117 |- 
1 5 6 1 5 (6+1-100+45-10) 1 5 156 


1 3 10 
=13:]/1 1 9 
1 5 12 
296. Somando à 1º coluna as outras três colunas, temos: 
x aaa x+3a a a a 1 aaa 
pela xa al |X+3a X & à =(x+23a) 1x aa 
aaxa x+3a a x a 1 axa 
aaax x+3a a a x 1 aax 
a b fo) X x x 
297. a+y b+y c+y |ly4/a+y b+y c+y | = 
a po we a bp” w 
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a b (o) X Xx xX 
=la b +) Yy Y |+ b + yo y 
e ba) [o pe) jo bee |la” be e 

a b ic 1 1 
=0+y|1 1 1 + X b c + 0 = 
a? bp? c2 a? pb? c2 
a 1 1 1 (0) (0) 
=(x—-y)| a b cl|l=(x-y| a b-a c-a |= 
a bp” q É p=sg c=a 
b-a c-a 
=x-W-t=ql+1. = 
= (= je (=P TOC ia 
q 1 
= (x— y)b — al(c — a): (x — yJ(b — al(c — ac — b) 
b+a c+a 
a-b-c 2a 2a 
298. 2b b-c-a 2b = 
2c 2E c-a-b |(D) 
a+b+c a+b+c a+b+c 
= 2b b-c-a 2b = 
2c 2c c-a-b 
HE 1 ih 
=(a+b+c)| 2 b-c-a 2b — 
2c 2C c-a-b |(2) 
1 (0) (0) 
=(0+b+0 | “(a+b+c) 0 = 
2c (0) —(a+b+c) 
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=(a+b+c(a+b+c2=(a+b+c) 
(1) (2º linha + 3º linha) + 1º linha 


(2) 2º coluna — 1º coluna e 3º coluna — 1º coluna 


(b+c2 2 c2 
299, a (are? e = 
2 2 2 (1) 
a b (a+b) 


a p? (a +b) 


(b+c+a)(b+c-a) (b+a+c)(b-a-c) (0) 


E a? (a+c) c? E 
a? p2 (a+b)? 
b+c-a b-a-c 0) 
=(a+b+o)- a? (arc? e 
a? pe (a+b) 


Justificativa: 


(1) 4º linha — 2º linha 


300. Para todo a E R, temos: 


cos0 cos a cos2a 
D = lcosa cos2a cos3a|= 
cosa cos2a cos3a (1) 


cos O (cos0+cosa+cos2a) cos2a 
= |cos a (cosa+cos2a+cos3a) cos3a|= 
(1) cos 2a (cos 2a + cos 3a + cos 4a) cos 2a 
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cos O (cos a+2: cos?a) cos 2a 
cosa (cos2a+2-:cos2a-cosa) cos3a |= 
cos2a (cos3a+2-cos 3a-cosa) cos4a 


cos O cosa(1+2-cosa) cos2a 
= | cosa cos2a(1+2-cosa) cos3a | = 
cos2a cos3a(1l+2-cosa) cos4a 


cos O cosa  cos2a 
=(1+2cosa):| cosa cos2a cos3a |=(1+2-cosa)-D 
cos 2a  cos3a cos4a 


então, para todo a E R, temos: 
D=D+2D-cosa=>D-cosa=0Oeissoexige D = 0. 


Justificativas: 


(1) 2º coluna + (1º coluna + 3º coluna) 
(2) cos2a + cos0 =2-cos2a, Va 

cos 3a + cosa = 2 -cos2a:- cosa, Va 
cos 4a + cos 2a = 2 : cos3a : cosa, Ya 


pois cos p + cos q = 2-cos Pº9 cos Ba 
2 2 
cos(x+a) sen(x+a) 1 
301. cos(x+b) sen(x+b) 1 |= 
cos(x+c) sen(x+c) 1 
cos (x+b) sen(x+b) cos (x+a) sen ) 
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=sen(x+c-—-x-—b)-sen(x+c-—-x—-a)+sen(x+b —-x— a)= 
= sen(c — b) + sen(a — c)+ sen (b — a) 
que independe de x. 
a? a2+4a+4  a2+8a+16 
302. a2+4a+4 a2+8a+16 a2+122+36 |= 
a2+8a+16 a? +122+36 a? +16a+64 


a? 4a+4 4a+12 
=| a2+4a+4 4a+12 43420 | = 
a2+8a+16 4a+20 4a+28 


ae 4(a+1) 4(a+3) 
a2+4a+4 4(a+3) 4(2+5) | = 
a”+8a+16 4(a+5) 4(a+7) 


2 


a a+1 a+3 
=4:4:| 22+4a+4 a+3 a+5 2) 
a2+8a+16 a+5 a+7 
E asd ara 
=2*-|4(a+1) 2 2 |- 
4(2+3) 2 9 
a? a+1 a+3 
SP no das) q 1 |= 
(3) 


2a+3) 1 1 


2 


a a+1 a+3 
=2º.|9%a+41) 1 4 |= 
4 o O 
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a+1 a+3 
A) 1 


= 28.22. 


[2044 a-3)=28.(-2)=—29 


Justificativas: 


(1) 3º coluna — 2º coluna 
2º coluna — 1º coluna 
(2) 3º linha — 2º linha 
2º linha — 12 linha 
(3) 3º linha — 2º linha 


303. ut-2U+1=0>5uU=1 
Comou=x,entãox=1>x=+1. 


304. A-Atl=Is>det(A-A!)=1>detA1= 


det A 
2 10 
detA=|6 1 3|=-2 
2 01 
1 
detAt = —-> 
2 


305. det (AB) = (det A) - (det B) = (det A) - [det (24)] = (det AJ(23 - det A) = 


= 23. (detA)2 = detC 1 > (det A)2 = E ES => 
5” ao 
1 É 
detAa2 = = detA| = — 
=> ( ) 28 => | | 16 
E E UR NE 
306 a DR De jo PD 
, LI aa) os Sa = 
112 34 
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a bbb 1bbb 
aabbh 1 abb 
307. =a: = 
aaalb 1 aab 
aaaa 1 aaa 
a-b O (0) 
=ala-b a-b O |=a(a-bj 
a-b a-b a-b 
Kd 208 1428 
308. x x 4 5 = 1 x 4 5 = 
X X X «6 1 x x 6 
XxX X X x 1 x x x 
x-1 2 2 1 2 2 
=x|x-1 x-2 3 =x(x-1):|1 x-2 3 = 
x-1 x-2 x-3 1 x-2 x-3 
x—4 1 q 1 
= (X=1 = - -4). = 
( ) ú es x(x— 1x a Es 
=x(x— 1)(x — 4)(x — 6) = 0 
então, S = (0,1,4, 6). 
p= r=1 "= 
311. =| p= s= T=ile 
Pei Tra p=4 
1 Fed P+re1 
=(r-13.| 141 pra (+12 +1) |= 


Cartri talirsoy rar srPersi 
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— —(r+1) 


= Sd =r(r+1) es 


pois no último determinante a 2º linha é proporcional à 12. 


x aaa 2) x a a a 
a axaa a, cla-x x-a O o |. 
aaxa a-x (0) x-a (0) 
aaax a-x (0) (0) x-a 
x aaa x+3a a a a 
-1 1 00 
= (x-a) =(x=a) 0) 1 00 - 
-1 01 0 (0) 010 
-1 001 (0) 001 
E e 
=(x-a)-(x+3a)=0>x=aoux=-32a>S=(a,-3a) 
x y Zzt t 
x y ab b 2 a+z b+t 
314. x é =Xy: li e =Xy : E. a = 
=X —y — à -1]-1 -z+ 
a O 0 
O a - O 
315. 1 1 l+a, 1 =|. e. . |=a "a"... an 
dl, 1 dg | O Sa 
. 1 1 
seny-senx senz-senx 
316. senx senx senz |= = 
COS yY—COS X COS Z—COoS X 
COS X COS Y COS Z 
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= (sen y — sen x)(cos z — cos x) — (sen z — sen x)(cos y — cos x) = 
= (seny:-cosz — senz:cosy)+ (senx-cosy — seny- cosx) + 
+ (sen z- cos x — sen x - Cos z) = 

= sen (y — z) + sen (x — y) + sen (z — x). 

Portanto, a igualdade é verdadeira. 


1 sena cosa 
sen b-sena cosb-cos a 
317. 1 senb cosb |= = 
sen c-—-sena cos c-cos a 
1 senc cosc 


= (sen b — sen a)(cos c — cos a) — (sen c — sen aj(cos b — cos a) = 


b-a b+a c+a c-a 
= |2 sen—— -«cos—— || -2 sen—— «sen — | — 
2: 2 2 2 


2 

= 4: sen = sen cipe 
= 2 o 

( b+a c+a c+a e) 

sen - Co sen - COS 

2 2 2 2 

= — c-a b—c E 
= sen > sen 2 sen a 
= 4: sen ESe sen Edead sen ash 
a 2 5 


-sen?a sena 


1 cos 2a sena 1/1-2 
318. 1 cos2b senb|=|1|1-2-sen?b senb | = 
1/1-2 


1 cos 2c senc “sen? c senc 


“| 2:(sen? a-sen?b) senb-sena 


2-(sen? a-senc) senc-sena 


(68) Fundamentos de Matemática Elementar | 4 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


sena+senb -1 
=2-(sena — senb)- (sena — senc) = 
sena+senc -1 


= 2- (sena — sen b)(sen a — sen c)(sen c — sen b) 


S, S1 S1 Pee S1 S4 
S1 S, S, S, S> 
319. D=|S S Sa Ss S3 |- 
S1 S> Ss . Sn-1 Sn 1 
S, S, Sa Sed Sn 
= 8.4 = 
S,—S4 S,)—S4 E S,—S4 S> S1 
S,)—S4 S3—S4 E S3—S4 S3—-S4 
2] Re SRD ND = 
S,)—S4 S3—S4 . Sn 1—S4 Sn 1—S4 
S,-S4 S3-S4 . Sn-1—S4 Sn—S4 
S,—S1 S,— S4 S,—S4 
S,-—-S S,-—S S,-—-S 
ni a A a RR e 
S3—S1 Sn-1 S1 Sn-1 S4 
S3-S4 Sn 1—S4 Sn—S4 


e, assim por diante, chegamos a: 
D=S,"(S> — S4XS3 — SoXS4 — Sa)... (Sn -4 — Sn - 2XSn — Sn 1) = 
=1:2:3-4-..(n>-1):n=n! 
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323. P(x) = (1 — x)(2 — x(3 — x(2 — 13 — 1/3 — 2) se anula para x = 1 
oux=20ux=83. 


325. (log 70 — log TXlog 700 — log log 7000 — log log 700 — 
— log 70) - (log 7000 — log 70)(log 7000 — log 700) = 


= 0810. 08100. jog 1000. og 700. (067000 | (47000 
7 7 7 70 70 700 


= log 10 - log 100 - log 1000 - log 10 - log 100 - log 10 = 
=1:2:3:1:2:1=12 


327. (2 — 4)x — 1-5 — 1)x — 2X—D — 2X—D — x) = 06 
es (x— 1)x— 2-5 — x) =0>5 (x=1oux=20ux= -—5) 


S=(-5,1,2) 
a à an-2 An-1 In 
by b> di bn-2 bn-1 (O) 
328. M-|c ec OO 
HO o 0 O 


a à an-1 An 
by b, bi, O 
detM=(-IPticm-le e e 
b O o O 


Reiterando o processo até eliminarmos o último determinante (de 
ordem 2), achamos: det M = 


dê! ACT O RC Cu à AR O a Sa Ca o 


= (—1)Srtora ... Cn 2º ba at An (1) 
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em que S é a soma dos termos da PA. (n + 1,n,n — 1,...,4) que 
tem n — 2 termos; portanto: 


s- (n—-2Xn+1+4) (n—2Xn+5). 
E É o a 


Como n é múltiplo de 4, S é ímpar e então: 
detM =(-1)S*1.m mora... an é positivo. 


329. O cálculo do determinante de uma matriz M é feito utilizando 
operações de multiplicação e de adição com os elementos de M. 
Se os elementos de M são inteiros, então o resultado dessas 
operações também é inteiro. 


330. Vamos usar as propriedades dos determinantes e a relação de 
Stifel: 


ER eloa 
Peep] 
a pp ee 
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(o) H 
Ha Ko) 
——, 

Ko) 

ND + 

(98) cá x 
EA Ko) 
| ND + 
L—s HR 
Ko) E, 
No + 

9) 
RR 
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Justificativas: 


(1) 4º linha — 3º linha, 3º linha — 22 linha, 2º linha — 1º linha 


(2) Stifel 
(3) 3º coluna — 2º coluna, 2º coluna — 1º coluna 


(4) Stifel 


a(s)-+(3)- 


(6) 3º linha — 2º linha, 2º linha — 1º linha 


(7) Stifel 
ab cad a+b+c+d b c d 
331. bc da ” a+b+c+d c da x 
cd ab a+b+c+d d a b 
d a be a+b+c+d a b c 
Toi 
1bcd Ba 
=(a+b+c+d) + da 2 - 
1 dab > 
1 abc 
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=(a+b+c+d) 


(a-b+c-d) d 
=(at+b+c-+ad) (a-b+c-d) a-d b-a | = 
(a-b+c-d) b-a c 


(o) 
o 


d-c 
=-(a+b+r+c+d)(a-b+c-d)|1 d-a 
b-a 


1 b- = 
1 d-c a-d 
=-(a+b+c+d)(a-b+c-d |O c-a -—(b-d)| = 
O b-d c-—a 
=-pebrerga-bro=d) | sd) | = 
b-d c-a 


=-(a+b+c+d)(a-b+c-dl(c-a2+(b-a2]= 
=-(a+b+c+d)(a-b+c-dl(a-c)2+(b-a)] 


332. Seja M = (ain x n Uma matriz simétrica. 


Os complementos algébricos de dois elementos situados simetri- 
camente em relação à diagonal principal são: 


Ay = (= Dye A = (=1]*"= Dj 
Como Dj = Dj, por se tratarem de determinantes de matrizes 
transpostas, então A; — Aj. 
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333. Chamemos de a; o primeiro termo e de q; a razão da P.G. colocada 
na linha i da matriz M. Temos: 


E ago AGO, ssa 
à as] a>0b açao | 
M= - 
às às03 as0á as03 E 
an And An e 
dr qq 
2 n-1 
1 q q 4 
det M = (a,asas ... a E 
(asaças n) À dg 2 a 1 


= (ajasas ... an)lgo — Qulas — Qu)... (Wn — Qu -a) 


então: 
detM=06(aijlq= aq). 


122 2 Ê, o Po sr 5 
2a mea O E E n6 Z 

2 De E o 7, 
334 22 %4A 2 as Rar 
o od e 2 a RD : 
SDS De ud qo sd 

2 25 2 n 


12202 —2 

1 0 
112 02 —2 

2 0: 0 

1-2 02 —2 
1221 2 

O 00 n-2 
12 22 n—4 

==2in = 9) 
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335. Temos que provar a identidade: 


b-o-cigÊ+(c-a)-ctgo +(a-b)-cotg É o 
( c) cotg (c — a) cotg » (a )jrcotg  =0. 


Consideremos a circunferência inscrita no triângulo ABC (figura a 
seguir). Seu centro | é o ponto de interseção das bissetrizes internas, 


então: 

A 
cotg— = — 
5 
cotg= =* 

r 
C z 
cotg — = — 
85 r 
e daí 


B C 
a=y+z=r-| cotg-+cotg— 
y ( > 85) 


A C 
b=x+z=r:| cotg—+cotg— 
82 185) 


C=X+y=r: [cos + cotg 5) 
E 2 2 
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Calculando cada cotangente nesse sistema, vem: 


B p-b Cc p-c 
cotg— = |, COtg— = — 
85 r 8 r 


A (a+b+c)-2a p-a 


co 
'8 2 2r 


emquea+b+c=2p. 


Temos, então: 
(b — c) - cot a + (c— a) - cot E + (a — b) - cot; e = 
2 82 827 


1 
= + Ib-—cXp—a)+(c—axp — b) + (a — bip — c)] = 


= = [o(o c+c-a+a-b)+a(c—-b)+b(a-c)+c(lb-—-a)]=0 


336. 6 - (6 determinantes de 5º ordem) = 
= 6-5 - (5 determinantes de 4º ordem) = 


= 6:-5-:4-(4 determinantes de 3º ordem) = 
= 6-5:4-3-(3 determinantes de 2º ordem) = 
=6-5:-4-3-(2 termos) = 6! = 720 termos 
m! m! 
(m-2)! (m-1)! 
| = 
337. ms: fi 6 |- 10m > 
2Km-2)! 
| 
m(m-1) —L O 
(m-— 41)! 
m(m-1) m 1 
m(m-—1) 
> 2 m 6|=-10m> 
m(m-1) m O 
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338. 


: 1 41 
> mí(m-1) 5/1 6 |=-10m=mm-1) Za ass 
1l1 0 0 -1 


m=5 


OM msn sm=sdetd Gy 


—2 
m=-4 (rejeitado) 


Seja M uma matriz antissimétrica de ordem 2n — 1 (ímpar). Por ser 
antissimétrica, M = —Mt 

Então: 

det M = det(—-M) = (—1)2"- 1. detMt= —detMt= —detM 

e daí 

2-detM = 0 


portanto: 
detM = O. 


ONA) — Sistemas lineares 


357. 


Admitindo que —3 —- 1%0,2-2t+0,t-y*0€e2z-y*O,temos: 


PO q yadysate 

3-1 

O ppp didi 

z—-2t 

CE 2.,x+2y-22-2t-0 
-y 
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Si RR O) 
22-y 
x+2y+ 3t=-1 1 2 0 3 
2x— y-— 2t= 0 A - 
Xx— y— Z+ sn=|2 À Dis 
x+2y-22-2t= O 1 2202 
2y-42+3t= 1 O 2 4/3 
1-1 0 3 
S D, — E 
D,= 2 0 1 2 des 36 —9 
1 0 2 02 D 124 31 
oO 14/83 
4. 1 1 
358. Fazendo =x", =y'e = z', temos: 
x y Z 
2x— y'-Z'=—1 244 
x+ y+z'= 05D=|1 1 1]-9 
3x'-Dy'+z'= 4 32 1 
-1 1 1 
psd & gjsdsg-De- oyo 
D 9 3 
4-2 41 
2 1-1 
—14 9 
D.=|1 0 1[=-145y'=L = >5y= 
y E 9 “244 
3 4 1 
2-1 1 
D.=|1 1 0O|=1757'=E cd go : 
9 17 
3 2 4 
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360. 


361. 


362. 


sena -cosa 
= = sena + cosa = 1 
cosa sena 
Des | TEOSCA =0000, = csónasmsda Eaida sds 
sen2a sena 
= sen(2a — a) = sena 
sena -cos2a 
= = sena: sen2a + cosa: cos 2a = 
cos a sen2a 
= cos(2a — a) = cosa 
e D 
Assim = = setia 
E => S= (sena, cosa)! 
y 
=— 5 y=cosa 
y D y 
-1 b 
"E: = b(a — 3) 
a+1 2b 
o E O De sx= Ss 
D,=[3 ul A nú 3-at=>a=0 
Sd 
ae 4 D, 2(2a 3) 
D,= =209a-3)>y=— 5 Y=- 
>| 841 E ss b(a=3) 
b=1 
=2 
=0 
D = + = =3 
2 —1 
e 28-z 1 ep fi O 
32.  — 
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Comox>0ez>0,vem:0O<z<60 (1) 


a 28-2| — D2-DA 3y-24 
v>|> 39 =22-245y E > 2Z E (2) 
De (1) e (2), vem: 0 < at <6050<y<8 (3) 


Mas 2x —-y=32>y=2x-—- 32 (4) 
De (3)e (4), vem:0< 2x -32<8>516<x<20 
Então, as condições são: 16 <x<20,0<y<8e0<z<e6o. 


x+ y= 3GI GD x+y= 3 
367. 3x—-2y=-1 da as —5y=-10 

2x-3y=—4 — D5y=-10 
Somamos e substituímos a 2º equação multiplicada por —2 com 
a 3º equação multiplicada por 3. Do mesmo modo, somamos e 


substituímos a 3º: equação multiplicada por 3 com a 2º equação 
multiplicada por —2. 


A 2º ea 3º linhas do sistema são a mesma equação e, então, 
podemos suprimir uma delas: 


x+y=3 
5y=10>y=2e,portanto,x=3 -y>x=1 


S = ((1, 2)), sistema possível determinado. 


ses. pix-y +3t-2 )2 o Y=42431=4 5565 
x-2y+ z-2t=0 —y— z-2t =1 
-X+ y— 2z =1 (1) 
o y— 42+3t=4 (2) 
—-5z— t=5 (3) 


Em (3), fazendo z = o, vem: -Da +t=5>t=5+ 5a. 
Em (2), substituindo z e t, temos: 
y— 401 +3(5+50) =4>5y=-—11-—11lg 
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Em (1), substituindo y e z, temos: 


x+(—-11 — 11q) — 24 = 1>x=—12— 134 


O sistema é possível e indeterminado: 


S=(-12- 130,-11 — 110,0,5 + 50,0. € RJ. 


x+3y+2z= 263,5 
co) jx+5by+4z= 4 Joe 
5x+3y+4z=-10 


x+ 3y+2z= —2 


& 4y-2z2= —2 & 


E 
— 12y—- 6z=-20 250 


x+ 3y+2z= 2 
o, —4y-22=-2 
0+0 =-14 (falso) 


O sistema é impossível. Então, S = 2. 


ah 
Si Ro (ED e) 


(422 — 1)x + (2a + 1)y = (432 — 
y=(4aº —1) 


(2a-1)/x+(4242 -1)y = (20417 [a+0ea+-5) a 
º (-Sa)(2a + 1) RR SR] 
(2a+1)(-2a)y = o 


Portanto, se a * e af0eaxz E, o sistema é possível e 
determinado. “ 
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Analisando as outras possibilidades, temos: 


1) Sea = : , O sistema é impossível, porque na primeira equação 


teremos Ox + Oy = 4, que é falso. 


x-y=1 x-y=1 (sistema possível e 
2) Sea -0> S à : 
-x+y=-1 x-y=1 indeterminado) 
1 4x=0. ; . . 
3) Sea=-—5 (sistema possível e indeterminado) 
2 Ox=0 


ax+y=a (1-a?)y=a(1-a?) 


| DER E y=a 
OS 


1) Sei -a2=0=>a=x+1,então Oy = 0, sistema possível e 
indeterminado. 


2) Seazlea 1,y = ae x = 0, sistema possível e determinado. 


3) Não há valores para a que tornem o sistema impossível. 


mx+y=1-m  I|x+my=0 &-m x+my=0 

o 2/0 o 
x+my=0 mx+y=1-m (1-m2)y=1-m 
Se1-m20,ouseja,m £1em —1, então o sistema é possível 


e determinado e s=(- dá ; E )- 
m+1 m+1 


Xx+y 
Se m = 1,0 sistema fica | , então o sistema é possível e 


Oy =0 
indeterminado e S = ((-a, o), a E RJ. 
x—-y= 


, então o sistema é impossível 


Sem = —1,o sistema fica a sa 


eS=(. 
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x+2y=1&> x+2y=1 
Es a pe OS us 


1) Sea-6-0eb-3-=0O,istoé,sea-6eb=-0,0y-0> 


= sistema possível e indeterminado. 
2) Sea = 6eb Z3,temos Oy = b — 3, sistema impossível. 


3) Sea + 6, Vb E R, sistema possível e determinado. 


x+2y=b &-29) x+2y=b 
3179. á 2/08 á o 
20x+3y=1 (3-4a)y=1-2ab 


x+2y=b 
(4a-3)y=2ab-1 


1) Se4a —-3-0e2ab —- 1 =O,istoé, sea = E eb = É se. 
4 2a 3 
sistema possível e indeterminado. 
E 2 2 
Fazendo y = o, entãox= É —204>55S= Ec 5 
3 


3 
2) Se ax 2" Vb E R, sistema possível e determinado. 


Então, y = 


2ab-—-1 2-3b (= 5) 
Dx= 5 S= , 
4a-3 4a-3 4a-3 4a-3 


3) Se a s e bz -. sistema impossível. 
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dn po CR 


mx+4y +(m-1)z=3 (4-m2)y +(m? +2m-1)2=3-m 


Como o número de equações é menor que o número de incógnitas, o 
sistema é possível e indeterminado, Ym, m E R (sistema compatível). 


x+y=2 ED, ED x+y=2 
381.  Imx+y-1 o “Jos (-m+1)y=-2m+4 
x-y=m -2y=-2+m 


Na 3º equação, sem = O, vemy = 1 


+y=2 
4 = x=1; sistema possível e determinado e 


x 
Então, temos | 
o =, 19). 
Na 2º Equação, se —-m + 1 = O, isto é, sem = 1, temos 
3 : É A 
x+y=2 DX= = = sistema possível e determinado 


-2y=2+15y=5 


Sem *0em%z 1,o sistema é indeterminado. 
ax+by =c ax+by =c 
382. O e 
px+qy=d (-bp+aq)y =-cp+ad=0 
O sistema é indeterminado se —bp + aq = 0e —-cp+ad = O. 


-bp+ag=0 


Então, vem ad 
-cp+ad=0>p=— 
c 


o ad x bd 
Substituindo Pp = E na 1º equação, vem: q= e" 
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383. 


384. 


394. 


Resolvendo o sistema 
x-y=m 
x+y=2 
+2 2-m 


m 
encontramos X = A ey= ER. que, substituídos na equação 
mx + y = 2, conduzem à equação m? + m = 0, que é satisfeita se 
mel(1,-—2). 


Conclusão: 


3 
Il 


3 1 
1 sistema possível e determinado, com X = ã ey= 2 


m = —2 > sistema possível e determinado, com x = 0 ey = 2 


mtiem + —2 > sistema impossível 


6x+ay=12 
6 =12 
Pi o e ( 2a 


4x+4y=b a Ey-p-s 


2a 
O sistema será e indeterminado somente se 4 3 Oeb-8=0, 
ousejasea=6eb=-8. 


mx —y+mz=m 
2x +mz=3>5D=mi(1-m) 
mx +my = 2 
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mao 
1) SeD*0=! e (sistema possível e determinado) 
m1 
m -—-1 m 
m-—2 
D=|3 (o) m| = —m(m — 1X(m )>x= "0 
2 m 0 
m m á 
D,=|2 3 m|=m(m-4m n=oy= 
2 (0) 
m -1 m à 
m+ 
D,=|2 (0) 31=-—(m-1(m+4)>2z= Tê 
2 
(E 4-m a) 
S= , , 2 
m m m 
Ox — y + 02=0 
2) Sem = 05 42x + 02=3 > sistema impossível 
Ox + Oy = 2 
X-yY+Z=1G3 &D x—- y+z=1 
- “340 JO ' 
3) Sem=1542x +27=3 A 2y-z=16 
Xx+y = 2y-z=1 
X-yY+2=1 (q=q) a+1 E [0% 
y=—— e, então, x = 
2y-z=1 2 2 


sistema possível indeterminado > S = (= e a) a E a, 
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m m m 
D=|0 1 m|=mm-1]m- 19)5x= Mm?) 
ii 1 m+1 
1 m m 
bed o ml=mm-9)5y=-M 
1 ir 4 m+1 
1 m m j 
D=|1 4 0| =-2m?57= atas 
1 E 1-m 


s = Jfmem-1) m 2m? 
mei COmei LomP 
2) Se D = O, suponhamos m = 1: 
x+y+z=1 x+ y+z= 1 
x-y+2=0T |63 2y = 15 sistema indeterminado 
x-y+z=1 —2y = 0 


3) SeD=O,sejam = —1: 


x-y-z=-1 x—- y-— z=-1 
x-y-z= 0€ k5.40x+0y+0Oz= 1 (falso) > sistema 
x+y+2=-1 2y +27= 0 indeterminado 
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ME CR x+3y+ 22=0 
397. 2x+5by+az=0 ss - y+(a-4)z= E o 
3x+7Ty+ z=0 —2y — 52=0 


x+3y+ 22=0 
&+: —y+(a-4)z=0 então, sistema possível indeterminado « 
(-2a+3)z=0 


= -22+3-0=a= 


O 4/3 
398 D=| 4 0 2|=0 
-3 2 0 


Escalonando o sistema, temos: 


4x — 22=2 (5 
— 4y +32=1 


—3x+ 2y =3-k O 
4x— 2y = 
- — 4y +32=1 (5) - 
dy -27=2-k o 
2 
4x—-2y = 
- —4y+32=1 
Oz=5-k 


Conclusão: Temos sistema possível indeterminado somente se 
5-—-k=0O,ouseja,sek = 5. 
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2x+ 5y-32=1 ne 2x + By —- 32=1 
399. a)44x+10y+22=5 O Des 82=3 
6x+15y-—- z=k 82z=k-3 
O sistema tem solução (é possível) sek — 3 = 3, ouseja,k = 6. 
b) Resolvendo o sistema, vem: 
2x + Dy -32=1 


E 
8 


Fazendo y = q, na 1º equação, temos: 


di des É ad que 0 
“go So q 
s= (o. a, ) va, GER 
16 8 
E m m-1 
401. D=|m-1 1 m | =92m3- 6m2 + 6Gm= 
m m-1 E 


= 2m(m2 — 3m + 3) 


D=0+€5m=o0, considerando quem? — 3m +3>0, YmmER. 
Portanto, Ym, m E R*, D + O e o sistema é determinado. 


d. 2 —-m 
402. D = 3 -1 1|=-10m+6 
2 4º 2 


D + O (sistema determinado) & m = 3 
5 


Então, será indeterminado se m = o. 
5 
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x+2y- 27=4 
5 O O, 
3x— y+ Zz=4 


—2x+4y— 22= k 


3 
x+2y-—z=-1 
(5) 
Ss ya = (5) o 
E o) 


gy-4O2=k-2 
5 


O sistema será indeterminado sek + 6 = 0 = k = —6. 


2 —1 3 
403. D=|-1 2 -a|l — (a + Ola — 3) 
a —a 6 


1) sistema possível e determinado SD 0>a 7 -6ea*3 
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2) Sea = —6: 


2x— y+32=-6 a 
—x+2y+62= bo:2x— y+32=-6 O OS 
—-6x+6y+6z2= 2 3x-3y-32=-1 

x-2y— 62=-b 


& 3y+152=2b-6 Fá = sistema possível e indeterminado « 
3y+152=3b-1 


o 2b-6=3b-1>b=-5 


E, então, sistema impossível sea = —6eb Z —5. 


3) Sea =83: 


2x- y+32=3 ER 
-—x+2y-32=b 6542x—- y+32=3 (e) Os 


3x-3y+62=2 3x-3y+62=2 


x-2y-32=-b 
E 3y-32=2b+3 7 = sistema possível e indeterminado « 
3y-32=3b+2 


o 2b+3=3b+2>b=1 


E, então, sistema impossível sea — 3eb 1. 


1 2 3 
404. D=|2 6 -11|=10%0 
4) 2 7 


Então, o sistema é possível e determinado, quaisquer que sejam a, 
bec reais. 
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2X4 + 3x5 = ÀX (2-))x, +3x, = 0 
408. | 1 2 1 | 1 2 


3x4 +2x, = Àxo 3x, +(2-))x, = O 


=2-4,-5=(A-5D(A+1)=0> 
3 2-h 


> M-5eAh,--1le,portanto,h + À, -=4. 


xeSy=x Ja-ax+5y=0 GD 
jd | y na) x + 5y (23) 


2x-y=Ny 2x-(1+))y=0 O) 
(1-))x+5y=0 
SIA -411 = sistema possível e indeterminado «> 
d=h 


Ss N-11=0>51=+/11 


o m * 3, sistema determinado 
6-2m=0>m=-3e,então, . ; j 
m=3, sistema indeterminado 


ASA 
a 
(9%) 
q 
| 
w 
E) 
a 
3 
a 
e 
| 
E 
3 
fios 
3 
o 


Sem *3em = 5, sistema determinado. 


Sem = 3em = 5, sistema indeterminado. 
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416. 


417. 


kx+ ky+ z=0 
x+ ky+ kz=0 
kx+ y+kz=0 


k al 
D=|1 k k|=2MK-3%k2+1=(k-1Nk- INM2k + 1) 
k k 


4 
Portanto, parak + 1 ek £ "> sistema determinado e para k = 1 


dj: 
ou k = 5 , sistema indeterminado. 
1 1 1 
D=|4 —2m 3 | = 8m?2 + 20m + 12 
2 6 -—4m 


3 
D=0 => 8m? + 20m +12=0>m=-1oum=-s 


3 
1) Sem —1em = "2 sistema determinado. 


2) Sem = —1: 
Xx+ y+ Go x+ y+z=0 
= (O) O -g (2=0) y- & 
4x+ 2y+ 32=0 o 2y+2=0 “AS e 
2x+ 6y+ 42=0 2y+z2=0 
E [07 
e, então, x = ——. 
2 
a a R 
Portanto, S =|] 5" 5 MPS, 
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3) Sem= 3: 
x+ y+ 2=0 Xx+ y+ e 
4x+3y+32=0 &l4x+3y+32=0 O /0 o 
2x+6y+62=0 x+3y+32=0 
x+y+ z=0 
Ss —y- z=0 


2y+22=0 o y=-d 


e, então,x = O 
Portanto, S = ((0, —o, o), o E RJ. 


kx+2y+ z=0 
—-2kx— y+32=0 
2x-3y-22=0 
k 2. 14 
D=|-2k 1/3 =M+I4=59%K+I4=05k= 5 
2 392 


Ext 2y+ z=0 


a dit Byte 2-0 Coco 
DC y- y+32=06/-14x+18y+ 92=0 O /0 é 


in Boni 28x— 9y+2772=0 
2x-3y-22=0 
e! -3y-52=0 “59 y=-E 
3y+5z=0 
e, então, x = E 
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423. 


428. 


men" (-m=dP (m=1) ú; 
5 = [—(m+ 22  (-m-2?  (-m-2) 1 
“| (m+12 (m+1)2 (m+ 1) 4 
med din sir (nn 424) í 
Considerando que —(m + 1)) = (-m —13 e —(—-m — 23, então D é 
determinante de Vandermonde. 
D= [= =2)= (==) [m+y=(-m=L)-[im+ =(=-me= 
=) [imo +) = (em= que + 1)=(-m= lim i)=(m+ 
+9)]>D=[-1]-[2m+2]-[2m+3]:[m+m+2]-[m+m+ 


+ 3]-[m2 —- m] 


2m+2=0>5m=-1 
ou 


D=06O 2m+3=0m=-5 


ou 


m-m=0>m=00um=1 
porquem2 +m+2>0,VYVmeRem+m+3>0,VYmeR. 


3 
Portanto, m el-5 —-1, 0, do 


(sen q —1) 2 —-sen a 
D = (0) 3 sen q 4 =0 
3 7 sen q 6 


D=sen?a- 10sena-24=0 

Então, seno = 12 ousena = —2. 

Ambas as soluções rejeitadas porque —1 = senw = 1, portanto, 
não existem valores q. que satisfaçam a condição do problema. 
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1 0 0/0 10 0/0 
o 100 “lo 1 00 
O Mo od O > lo o d& o? 
o 0 041 o 0 041 
1 0 0/0 
"lo 1 00 
a e sd 4 
o 0 0 


característica = 3 


w 

E 

o 
NO 
w 
pe 
EO 


2 
431. A=|2 4 O 1|5A'=|2 4 (0) 
4 


AR 
pa 
o 
o 
o 
o 


A característica é 2, porque a 3º linha é igual à soma das duas 
primeiras. 


PR 
[al 
fab) 
[ el 

sf) 

50 


433. ajA= a 1 


D 

H 
H 
s 


=>A'=|0 (a-1) —(a—1) (a—41) 
O -(a-1) -—(a+1la-1) a(a-1) 


1 ih 1 1 
Sea=1,A'=|0 0 0 Olep=1 
0 0 0 0 
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1 2 4/8 
b) |1 9 27 ua 
Lo o ca a 
12 4 8 
>lo 4 5 19 


Sea*2,p=83. 
Sea=-2,p-2. 


Ou, ainda: 
1 2 4 8 
(o 1 5 19 SE” 
o a2 a-4s as O) 
q 2 4 8 
> 1 5 19 


Sea*3,p=83. 
Sea=-83,p-2. 


Se az2 ea*3, p-8. 
Em síntese: 
Se a=2 oua=3, p=2. 
2 —1 A 1 1 2 3 
438 a) |1 2 1 + dei 2 1 1|+- 
1 1 2:83 2 -—1 1 4 
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Portanto: 


—1 —1 1 0 —1 -—1 1 0 
b) | 2 1 1 11-10 —1 3 1/0 
5 4 =2 1 0 —1 3 1 


p(A) = p(B) = 2 < 3 > sistema possível e indeterminado 
Fazendo z = q, vem: 


—y+30x=0>5>y=30u-1 
—Xx—y+2=05x=1-—20 
S-((1-20,3u — 1,0), 0 € Rj. 


439. a) F o o - 


qa) lo Oo 


p(A) = p(B) = sistema impossível 
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1. =D 1: 5 q =ê t 5 
Oia =à =X: B/e/0 5 «sf 
4 sd sd EQ 0 Zoo =D 4.05 


2 1 -1 2 1 2 -3: 6 
dj |=i 3 =D 4 | | =Ã 3 -2 4 4l|- 
i E 6 E) = E a 
? =8 6 1 2 3:36 
5 -5 : 40 


e ligo) jo & O 6 


p(A)= p(B) = 2 < n > sistema possível e indeterminado 


O o d BRA Lt dd Sá 
jd fo doada d Déda 
2 fd Fi q 3 » Bi» 


t jo ud 1 1 E 
q qa) jo d Dio 
dd fd 


4 
dl = mdf A disso 
> 4 gia) |& 


i 1 1 1 1 1 al A 
440 B=|1 E ad a tajo g=1 OD ap À 
2 > (8-8) Ee 0 0 l=á pr=2 
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a) Para a 1, temos p(A) = p(B) = 3e sistema possível e determinado. 


bParaa=1ebs 2 ebxs -v2,temosp(A) = p(B) =2€ 
sistema possível e indeterminado, com indeterminação simples. 


c)Paraa = 1 eb = +2 , temos p(A) = p(B) = 1 e sistema possível 
e indeterminado, com dupla indeterminação. 


es Bis be+bd+cd| ac+ad+cd ab+ad+bd abrac+be | 
bed acd abd abc 
a-b a-c a-d 


=|(a-b)c+d) (a-c)b+d) (a-dlb+c) 
(a — bjcd (a — c)bd (a — d)bc 


1 2 (0) 1 
D, = b+c+d a+c+d (0) a+b+c E 
be+bd+cd ac+ad+cd O ab+ac+bc 
bed acd B abc 


a-b a-d 
(a-b)(c+d) (a-d)b+c) 
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D; -B 
X3 = 
D (a-c)b-c)(c—d) 
443. O segundo sistema deve ter uma única solução (x = 1 ey = 1). 


Notemos que (1, 1) é solução do segundo sistema, qualquer que 
seja a. Para que não exista outra solução, a condição é 


a 1 


D=|44 


* O, ouseja,a * 1. 


oxty+z 93 x + y+2=83 


444. Z+2o =P slx- 2Dy + 27=9 
53 +x =57 X — Zz=-3 
| 4 4:58 à à 4.8 À d qi 3 
1-2 4iG9/=|0=2 06 |-|[4-=2 0: 6 
1 0 1:13 O -1 2:-6 O O -2:-8 


Então: —-2z= —8>2z2=4 
= 3y=6>y=-—2 
x+ty+z=35x=1 


S=((1,-2,4). 
1 —cosC -—cosB 
445. D =| —-cosC 1 —COSA | = 
— cosB | —cosA HE 
= 1-cos? C -COsA — cosB-cosC | . 
-cosA- cosB-cosC 1-cos? B 


=(1 — cos? C)(1 — cos? B) — (cos A + cos B- cos C)2 = 

= 1 — cos2B—- cos2C — cos2A —- 2 -cosA-cosB-cosC=0 
pois para ângulos de um triângulo vale a relação 
cos2A + cos2B+cos2C=1-2-cosA-cosB-coscC (conforme 
se prova no volume 3 desta coleção). 
Sendo D = O, o sistema linear homogêneo dado é indeterminado. 
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Fazendo z = q, temos: 


x-y-cos C=a-cos B 
—x-cos C+y=a-cos A 


em que: 

D= E SEGUE 1 — cos2C = sen?C 
—cosC 1 

D, = ER SD compujios cos ha Godo) 
o. - cos A 1 

D, = t prensa =a-(cosA+cosB-cosC) 
—cosC q-cosA 


e daí 
D, (cos B+cos A-cos C) 
Do sen?C 
y= D, (cos A+cos B-cos C) 
DO sen?C 
x+y+z=1 
446. x-y+z=0 
5x-y+z=0 
to da 1 4 4d de ip gy 
1-11:0|-[/0-2 0;41|-|0-2 0: 
o =1 140 O -—6 4,-5 O 04:02 
Então: —4z = 257= 1 
2 
2y=-—15 y=L 
2 


x=1-y-z5>x=0 


Então, S = (4, porque logs x deve ter x > 0. 
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447. Vamos atribuir à variável a três valores distintos: aí, a, e as 


x+tay=1-az 
x+ay=1-a5 


x+asy=1-a3 


Tomando duas a duas, temos: 


1a, :1 (1-7) 1 a, i(1-a5) 
1 a, :1 (1-a5) O a-a,!aj-as 


=S=(((1 + aja); —(a, + a>)) 


1 aj; (1-82) | a) a, (1-af) - 


1 as: (1-03) O 1:-(a,+as) 
=>S=(((1 + asas); —(a, + as))) 


1 ay] (1-a)) | |1 a (1-a5) a 
1 ds (ua) O di-(a;=as) 
=S=(((1 + aças); —(a> + as))) 


Verifica-se que as retas encontram-se duas a duas. 
Tomando as três retas: 


À aj la 1 a i(1-a7) 
1 a;1-a; |-| 0 (a-a)i(aj-a) |- 
1 agil-as O (a;-a,) (a? -a3) 
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a 1-a? 1 a: 1-aí 
“| 0 j: a, +a,) O 1:-(a,-a,) 
0 a (a, +as) 0 o: a, — às 


em que se verifica que p(A) + p(B), o que significa que o sistema 
é impossível, ou seja, as três retas não têm um ponto em comum. 


448. Chamemos de 04, O», 03, ..., On + 4 OS Valores de x que anulam P(x). 
Calculemos os coeficientes ao, aq, as, ..., an de P(x). Temos: 


n-1 = 
Gay + 0 a +..+ qa, , +a,=0 


n n-1 o 
Qay + O a +..+ 0,9, 4, + a,=0 
n n-1 


Os) + Oy aA+..+ 0,4, 4, + a, =0 


O determinante D desse sistema é um determinante de Vandermonde 
cujos elementos característicos são 04, 05, 03, -.., Un + 1, então: 


D = (0, — oyllos — ouloy — 04) ... (On — On 4) 

D + O (pois a; + Oj V;V'). 

Logo, o sistema só admite a solução trivial ao = aq = às 
= an-1=an=0O; portanto, P(x) = 0. 


449. Fazendo P(x) = ax? + bx? + cx2 + dx + e, temos: 
P(1-y=a1i-x!+b(1-x)+He1-x2+d1-xy)+e= 
= ax! — (4a + b)xº + (6a + 3b + c)x2 — (4a + 3b + 2x + dx + 
+(a+b+c+d+e). 
Impondo P(x) = P(1 — x), vem: 


4a+ b =-b 4a +2b “O » equivalentes 
6a+3b+ c =cC 6a+3b =0 
4a+3b+2c+d =-d 4a+3b+2c+2d=0 
a+ b+ ct+d+e=e a+ b+ c+ d=0 
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a+ b+ c+ d=0 a+b+ c+ d=0 
- “4a +3b+2c+2d=0+- b+2c+2d=0 += 
4a +2b = 


a+b+ c+ d=0 
b+2c+2d=0 


(0) 2b+4c+4d=0 


E daítemosa = c+ d,b = —(2c + 2d), sendo c, d, e quaisquer. 


Então: P(x) = (c+ dx! — (2e+ 29X + cx2 + dx+e 
Fazendo c + d = a, temos: 
P(x)=axº—- 22x + cx +(a-—-cx+e. 


O sistema admite a solução trivial se, e somente se, o determinante 


dos coeficientes for diferente de zero. 


kitk5 kk ky—ks 
D=| k-k ko+ka ky-k | £0 


kyitk5 ko+ks ky+ks | — (1º linha + 2º linha + 3º linha) 
D= 0 2ks 2k, | — (2º linha + 3º linha) 
2k, 0) 2k, < (1º linha + 3º linha) 


k+tko ko+ks ky+ks 
D — 4ksks (o) al 1 
1. (0) 1 


D = 8kskoks 
Então, D+05k *0,k +06 ks 0. 
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FUNDAMENTOS DE MATEMÁTICA ELEMENTAR 
é uma coleção consagrada ao longo dos 
anos por oferecer ao estudante o mais 
completo conteúdo de Matemática 
elementar. Os volumes estão organizados 
da seguinte forma: 


volume | conjuntos, funções 


ER combinatória, 
probabilidade 
complexos, polinômios, 

VOLUME 6 - 
equações 

| VOLMEZ| geometria analítica 


limites, derivadas, 
noções de integral 
| Volume 10] geometria espacial 


matemática comercial, 


matemática financeira, 
estatística descritiva 


A coleção atende a alunos do ensino 
médio que procuram uma formação 

mais aprofundada, estudantes em fase 
pré-vestibular e também universitários que 
necessitam rever a Matemática elementar. 


Se 
e Atual 


Os volumes contêm teoria e 
exercícios de aplicação, além 
de uma seção de questões de 
vestibulares, acompanhadas de 
respostas. Há ainda uma série 
de artigos sobre história da 
Matemática relacionados aos 
temas abordados. 


Na presente edição, a seção 
de questões de vestibulares foi 


atualizada, apresentando novos 
testes e questões dissertativas 
selecionados a partir dos 
melhores vestibulares do país. 
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